﻿ MATEDIDACTICA „Oportunități pentru o carieră didactică de calitate printr-un program național de formare continuă a profesorilor de matematică din învățământul preuniversitar” - Suport de curs - 1 / 331 Modulul de formare a adulților 2 / 331 Metode, tehnici, instrumente și abordări în formarea adulților Formarea adulților Crearea de competențe noi participanților la un curs de formare nu este dependentă de nivelul de pregătire al formatorului, nici de existența acestor competențe la formator, ci este strict influențată de capacitatea formatorului de a transmite și de a dezvolta la cursanți aceste competențe. Ca urmare a acestui aspect, este important ca formatorii să fie foarte bine pregătiți atât pe segmentul formării inițiale, cât mai ales pe cel al formării continue. Formatorii trebuie să stăpânească particularitățile învățării la adulți, tipurile de tehnici de formare precum și modul de selectare și de adaptare a acestora la grupul de lucru. ățarea adulților este influențată de stilul, experiențele și preferințele Învățarea la adulți Înv diferite ale acestora și induce o serie de particularități: • este orientată către rezultate, de aceea adulții vor să vadă cât mai rapid efectele efortului de învățare depus • este centrată preponderent pe probleme, de aceea ei preferă să învețe lucrurile care le rezolvă probleme concrete, preferă o lucrare practică în locul unei lecții teoretice • experiența participanților reprezintă o resursă valoroasă în învățare, de aceea e indicat a fi valorificată • creșterea respectului de sine este un stimulent foarte important pentru adulți atunci când aceștia trebuie să depună efort de învățare • performanțele înregistrate de memoria pe termen scurt indică o scădere, în schimb, cele ale memoriei pe termen lung sunt bune și reprezintă baza învățării adulților • precizia, acuratețea și exactitatea celor învățate/deprinse sunt preferate vitezei • prezentările făcute la obiect și relaxate, nu cele făcute într-un ritm alert, recapitulările sunt elemente care îi ajută pe participanții adulți să-și fixeze mai bine cunoștințele • atmosfera plăcută și relaxantă, informația dozată adecvat și presărată cu interacțiuni din partea participanților au rolul de a influența performanțele adulților • selectarea informațiilor transmise trebuie făcută ținând cont de cei 3R: relevanța, relația cu nevoile și preocupările adulților, responsabilitatea adultului pentru formare • tehnicile folosite pentru înțelegere trebuie să fie diverse și să includă analogii, exemple, metafore. Motivația și voința de învățare a adulților pot conduce la obținerea unor rezultate superioare și a unui randament maxim dacă rezultatul învățării se suprapune peste nevoile de moment și aspirațiile personale. 3 / 331 Oamenii, indiferent că sunt copii sau adulți învață diferit. Unii învață mai bine dacă citesc informațiile, alții dacă ascultă, alții obțin rezultate mai bune dacă le combină pe cele două, iar cel mai mulți învață făcând. Acest lucru și gradul de participare a cursanților la propria instruire influențează metodele și tehnicile folosite în învățare. Studiile din domeniul educațional au dus la întocmirea mai multor taxonomii privind metodele și tehnicile de învățare. Taxonomia metodelor/tehnicilor în funcție de gradul de implicare al participanților la propria formare: • metode care presupun învățarea prin receptare o expunerea o demonstrația • metode de învățara prin descoperire o studiul de caz independent o observarea independentă • metode care promovează învățarea prin practică o studiul de caz independent o simularea. Taxonomia metodelor/tehnicilor după forma și tipul de implicare al participanților: • de transmitere a informațiilor o prelegerea • bazate pe cunoștințele sau experiența participanților o dezbaterea o lucrările practice • care folosesc surse de cunoștințe obiecte și/sau fenomene exterioare o observarea o lucrul cu manualul o experimentul • axate pe analiza unei situații o studiul de caz o jocul de rol • care recurg la procedee imaginative o brainstorming-ul. Taxonomia metodelor/tehnicilor în funcție de obiective și centrare: • tradiționale o expunerea didactică o conversaţia didactică o demonstraţia o lucrul cu manualul o exerciţiul • moderne o algoritmizarea o modelarea o problematizarea o instruirea programată o studiul de caz o metode de simulare (jocurile, învăţarea pe simulator) 4 / 331 o învăţarea prin descoperire. Învățarea activă este o metodă destinată adulților, care presupune participarea lor directă la sesiunea de formare și permite crearea unui mediu pentru schimburile de experiență. Aceasta metodă presupune exersarea noilor abilități și aplicarea noilor cunoștințe și atitudini în cadrul activităților de formare. Mai jos vom prezenta o analiză comparativă a metodelor tradiționale și a Metodele tradiționale elor moderne/active din perspectiva obiectivelor, a relației formator- versus metodele c ursant, a implicării cusanților, proceselor psihice, tipului de evaluare pe moderne/active de formare c care-l promovează, etc. Metodele tradiţionale Metodele moderne/active pun accentul pe însuşirea acordă prioritate dezvoltării conţinutului, vizând, în principal, personalităţii cursanților, vizând latura informativă a cursului; latura formativă a cursului; sunt centrate pe activitatea de predare sunt centrate pe activitatea de a formatorului, cursantul fiind văzut învăţare a cursantului, acesta ca un obiect al instruirii, așadar devenind subiect al procesului comunicarea este unidirectională; de formare; unt centrate pe acţiune, pe sunt predominant comunicative; s învăţarea prin descoperire; sunt orientate, în principal, spre sunt orientate spre proces; produsul final, evaluarea fiind de fapt o reproducere a cunoștințelor; au un caracter formal şi stimulează sunt flexibile, încurajează nvăţarea prin cooperare şi competiţia; î capacitatea de autoevaluare la cursanți, evaluarea fiind una formativă; stimulează motivaţia extrinsecă stimulează motivaţia intrinsecă; pentru formare; relaţia formator-cursant este relaţia formator-cursant este autocratică, iar aceste metode democratică, bazată pe respect generează pasivitatea în rândul şi colaborare, iar prin metodele oderne se încurajează cursanților. m participarea cursanților, inițiativa și creativitatea. este o formă relativ redusă de este o formă superioară de interacţiune psihosocială, constând în interacţiune psihosocială, bazată 5 / 331 rivalitatea sau/şi bazându-se pe pe sprijin reciproc, pe toleranţă, concurenţa pe efort susţinut din partea interpersonală/intregrupală, fiecare tuturor, îndreptat către acelaşi având propriul scop. scop. motivaţia provine din dorinţa de motivaţia este rezultatul acţiunii afirmare proprie. conjugate a tuturor membrilor. Accentul se pune pe produs, pe ceea ce se obţine în urma formării. atenţia este îndreptată asupra Este împărtăşită părerea că toţi procesului de elaborare împreună, pot oferi alternative valoroase prin colaborare, a demersurilor de de soluţionare a problemei, dacă realizare a sarcinii. le sunt oferite premisele necesare şi sunt ajutaţi. evaluarea îşi exercită funcţia de evaluarea urmăreşte acordarea control prin raportarea la norma de ajutorului imediat, având o grup. Acest fapt creează ierarhizări, funcţie mai mult corectivă, determină apariţia de comportamente ameliorativă, decât de ancţionare, ducând la ostile şi de atitudini invidioase. s reducerea stresului. Ea se realizează prin raportarea la progresul inividului, şi are în vedere atât participarea fiecărui membru la procesul elaborării în comun cât şi rezultatele echipei. În anul 1994 Robert şi David Johnson au identificat 5 componente necesare ale învăţării moderne/active care subliniază diferenţa dintre cursanții care lucrează în grupuri mici şi cei care lucrează în grupuri eficiente de învăţare prin cooperare. Aceste elemente sunt enumerate şi definite după cum urmează: 1. Interdependenţa pozitivă: Eforturile fiecărui membru al grupului sunt necesare şi indispensabile grupului pentru a reuşi. Membrii grupului trebuie să se bazeze pe ceilalţi pentru a-şi îndeplini scopurile. Fiecare membru al grupului are două responsabilităţi: să aducă o contribuţie unică la eforturile comune datorită resurselor sau responsabilităţilor derivate din sarcină şi să se asigure că fiecare membru al grupului va beneficia de această contribuţie. Este esenţial ca fiecare membru al grupului să fie conştient de şi să promoveze interdependenţa pozitivă şi apoi să-şi coordoneze în mod voit eforturile în acest sens. 6 / 331 2. Interacţiunea pozitivă faţă în faţă: Fiecare membru al grupului prin interacţiune directă, promovează succesul celorlalţi în completarea sarcinilor prin cooperare. O mare parte din informaţii ar trebui să fie discutate interactiv. Aceste schimburi interpersonale directe sunt vitale pentru a-i ajuta pe cursanți să sprijine, să încurajeze, să laude, şi să se stimuleze unii pe alţii. Aceste schimburi includ oferirea unui feedback eficient, a unor presupuneri cu caracter interogativ, verificarea înţelegerii şi instruirea fiecăruia. 3. Responsabilitatea individuală: Fiecare membru al grupului este responsabil pentru munca lui şi pentru îndeplinirea sarcinilor aferente poziţiei deţinute. Cursanții trebuie să înveţe că învăţarea prin cooperare nu este o modalitate prin care numai unii fac toată munca. Membrii grupului care nu contribuie nu primesc credite. În mod individual cursanții pot fi responsabilizaţi prin mai multe metode cum ar fi evaluarea creion/hârtie, examinarea orală la întâmplare, observarea fiecărui grup şi înregistrarea contribuţiei individuale, etc. 4. Abilităţi interpersonale şi de grup mic: Predarea directă a abilităţilor interpersonale şi de grup mic este necesară pentru participarea efectivă în grupuri de învăţare prin cooperare. Printre abilităţile de care cursanții au nevoie pentru a lucra cu succes în grupuri mici se numără: încrederea, capacitatea de a conduce, luarea de decizii, comunicarea şi abilităţi de management al situaţiilor de conflict. 5. Procesarea de grup: Este esenţial ca membrii grupului să discute cât de bine funcţionează grupul, astfel încât să poată face schimbări şi îmbunătăţiri. Grupul evaluează cât de bine şi-a îndeplinit sarcinile şi cât de eficienţi au fost membrii când au lucrat în grup. Această procesare include o discuţie asupra a ceea ce a mers, ce nu a mers, şi ce ar putea fi făcut pentru a-şi îmbunătăţi munca de grup în viitor. Procesarea de grup ar trebui să reprezinte o parte obişnuită din fiecare activitate prin cooperare pentru a sublinia importanţa nu numai a ceea ce s-a realizat, cât şi a modului în care s-a realizat. Rolul formatorului atunci când sunt folosite metode moderne/active este unul indirect, respectiv cel de a crea un climat care să-i susțină pe participanți să învețe. Studiile arată că persoanele care se formează prin aceste metode învață repede și achiziționează noi cunoștințe și abilități. Deoarece oamenii învață în feluri diferite formatorul trebuie să folosească o varietate mare de metode de formare în cadrul fiecărei sesiuni de formare. Dacă participanții nu se plictisesc, șansele ca sesiunea să fie eficientă cresc. Dar nu doar selecția unor metode variate este importantă, contează și crearea unor combinații de metode de formare care să țină cont de specificul grupului de cursanți, conținutul specific și obiectivele de formare. tabiliţi obiectivul (obiectivele) – Mai întâi trebuie să decideţi ce vreţi 5 criterii pentru alegerea 1. S ă ştie şi să poată face cursanții cu acel conţinut. strategiilor de formare s ormați în raport cu obiectivul – Apoi trebuie să hotărâţi cum să 2. F transmiteți/formați cunoştinţele şi deprinderile necesare, asociate 7 / 331 setului de obiective. Atunci când proiectaţi momentele de formare trebuie să luaţi în considerare nevoile, interesele şi abilităţile‚ individuale ale cursanților. 3. Alegeţi o strategie – Puneţi-vă următoarele întrebări: „Cum aş putea să ating obiectivele stabilite pentru moment într-un mod mai eficient ?” „Folosirea strategiilor moderne/active va îmbunătăţi învăţarea?” „Ce strategie îi va ajuta în mod mai eficient pe cursanți să atingă obiectivul propus în învăţare?” „Sunt cursanții mei bine pregătiţi, atât pentru conţinut, cât şi pentru strategie?” 4. La început alegeţi o singură strategie. Un formator care abia începe să folosească metode / tehnici / strategii moderne/active de formare ar trebui să utilizeze strategia care îi este cea mai familiară. Formatorul trebuie să-şi pună întrebarea: „Unde anume în cadrul momentului va fi mai eficientă folosirea unei strategii moderne?” Formatorul poate include această strategie în mai multe locuri într-un moment. De exemplu, „Turul galeriei” poate fi folosit ca o pre-evaluare, o listă de verificare a conţinutului şi o strategie de recapitulare. 5. Adăugaţi în repertoriu dv. Atunci când formatorul începe să stăpânească un repertoriu de strategii metode/active, atunci poate decide care strategie se va potrivi conţinutului. Cu cât repertoriul este mai mare, cu atât mai bine va putea să potrivească strategia cu obiectivul. Este de ajutor să folosească un Tabel al strategiilor care să puncteze cele mai adecvate strategii pentru momentele vizate. 6. Folosiţi strategii multiple într-un singur moment. Următorul progres este acela de a insera mai mult de o strategie într-un moment. Din nou, folosind Tabelul strategiilor, deciziile sunt luate pe parcursul momentului, în funcţie de ceea de doreşte formatorul să realizeze. De exemplu, s-ar putea să vrea să dezvolte deprinderile de comunicare, împărtăşire a informaţiilor, extindere a gândirii şi să încurajeze stăpânirea acestor abilităţi, toate într-un singur moment. Vor fi selectate strategii din aceste categorii pentru a putea realiza acest lucru. Sugestii și recomandări privind metodologia formării la nivel național a cursanților din grupul țintă de proiect Metodologia propusă pentru realizarea activităţilor de instruire în cadrul formării formatorilor care predau matematică trebuie să asigure: - interactivitate (analize de documente curriculare, chestionare, investigaţii, exerciţii practice, joc de rol discuții, brainstorming, teme de casă, studii de caz, jocuri de simulare, studiu on-line, explicaţia, conversaţia euristică, discuţia colectivă, problematizarea, grile, protocol de observaţie, analize comparative, analiza produselor activităţii ș.a.) astfel încât, pe tot parcursul acestor activități cursanții să poată adresa întrebări formatorilor, şi totodată să găsească răspunsuri și soluții de implementare a acestora în situații concrete cu care se confruntă în activitatea profesională. - adaptabilitate: formatorii trebuie să abordeze tematica din prisma nevoilor de formare ale participanților, cu accent pe domeniul specific de activitate al acestora şi domenii conexe. Pe baza feedback-ului zilnic din partea participanților, formatorii vor adapta conținutul de formare pentru a 8 / 331 atinge nivelul de aşteptări preconizat. - comprehensivitate: activitățile de formare trebuie să fie însoțite de materiale suport care vor explica în detaliu conceptele, instrumentele şi tematicile abordate. Aceste documente pot fi folosite ulterior de către participanți ca informații de referință pentru explicarea instrumentelor şi a conceptelor dezvoltate sau ca şi manual de studiu pentru cei interesați în a cunoaşte mai multe despre tematica respectivă. - aplicabilitate: cursul nu se va axa exclusiv pe concepte şi teorii, ci mai degrabă, formatorii vor utiliza exemple concrete şi studii de caz. Acest aspect echipează participanții cu o mai bună înțelegere a logicii, metodologiei şi instrumentelor utilizate pe parcursul formării, crescând gradul de interes şi de participare. ecomandăm folosirea metode activ-participative şi de învăţare prin Principalele metode R explicaţia, conversaţia euristică, discuţia colectivă, didactice recomandate a fi cooperare: utilizate problematizarea, simularea, brainstorming-ul, studii de caz, grile, protocol de observaţie, analize comparative, analiza produselor activităţii, modele orientative, analize de documente curriculare, chestionare, investigaţii, exerciţii practice, joc de rol, prezentări Power Point. Acestea permit aplicații ale temelor de matematică și abordarea unor conținuturi specifice domeniului. Activităţile frontale trebuie să alterneze cu rezolvarea problemelor în grup, activitatea pe grupe, perechi şi cu activitatea individuală. În cadrul programului de formare recomandăm utilizarea mai multor strategii didactice, combinate, în funcţie de tema abordată și de specificul conţinutului. Expunerea: Constă în prezentarea verbală a informaţiilor, de către formator, în concordanţă cu planul detaliat al programului de formare. Expunerea va fi însoţită de prezentări la videoproiector, în concordanţă cu tema / secvenţa de pregătire teoretică. Prelegerea intensificată: Este o metodă care conține activități de interogare, interpretare sau de reflecție. Prin etapele pe care le presupune, prelegerea intensificată atenuează dezavantajele prelegerii tradiționale. Aceasta debutează cu un moment de evocare, în cadrul căruia se pot întocmi liste cu idei, se pot exprima cunoștințele anterioare referitoare la tema propusă, pot avea loc discuții în perechi sau în grupuri mici. Urmează un moment de realizare a sensului, în cadrul căruia se prezintă conținutul prelegerii, alternativ cu momente de reflecție și de interogare a participanților. Etapa de reflecție cuprinde un moment de aplicare a conținuturilor expuse. Se poate desfășura individual, în perechi sau în grupuri mici. Presupune rezolvarea unui exercițiu sau răspunsul la o întrebare, elaborarea unui scurt eseu care să abordeze o idee învățată în timpul prelegerii sau o întrebare referitoare la materialul expus. Lucrul în grup: Metoda lucrului în grup permite cooperarea pentru îndeplinirea unei sarcini comune. Fiecare membru are sarcini proprii de realizat, de care depinde rezultatul sarcinii comune. Metoda dezvoltă capacitatea de comunicare, planificare, decizionare, răspunderea socială, rezolvarea conflictelor. Rolul formatorului va fi cel de facilitator, 9 / 331 urmărind îndeaproape toate fazele realizării unui proiect în grup: înţelegerea temei de către membrii grupului, împărţirea sarcinilor, alegerea unui coordonator de grup, implicarea membrilor, monitorizarea îndeplinirii sarcinilor. Dezbaterea: Reprezintă o metodă didactică în care predomină acţiunea de comunicare orală interogativă. Această acţiune valorifică procedeul întrebărilor care este orientat pedagogic în direcţia realizării unui schimb organizat de informaţii semnificative pentru soluţionarea unor probleme, dezvoltarea unor capacităţi de stăpânire a materiei, de exprimare şi de creaţie în contextul unor aplicaţii sau analize de caz deschise perfecţionării. Exerciţiul practic: Exerciţiile presupun executarea repetată şi conştientă a unei acţiuni, în vederea însuşirii practice a unui model dat de acţiune sau a îmbunătăţirii unei performanţe. Exerciţiul nu se limitează doar la formarea deprinderilor, ci vizează în acelaşi timp consolidarea unor cunoştinţe, care reprezintă aspectul teoretic al acţiunilor implicate în exerciţiu. În mod concret, formatorul va propune cursanţilor exerciţii practice în funcţie de tema de predare, şi va urmări rezolvarea acestora de către cursanţi, intervenind dacă este cazul. Aplicaţiile practice: Predarea-învăţarea va fi orientată spre rezolvarea unor sarcini de lucru, utilizându-se preponderent metoda învăţării şi a formării deprinderilor prin rezolvarea unei game cât mai variate de aplicaţii practice, punându-se accent pe realizarea cu exactitate şi la timp a cerinţelor. Formatorul va defini pentru cursanţi sarcinile de lucru şi va urmări realizarea acestora, în timpul stabilit. Demonstraţiile practice: Demonstraţia este o metodă de predare- învăţare, în cadrul căreia mesajul transmis către cursant este cuprins într-o acţiune concretă, cu ajutorul mijloacelor tehnice. În cadrul acestei metode, formatorul va demonstra în mod concret conceptele predate, astfel încât fiecare cursant va putea vedea cum se face o anumită acţiune / activitate şi care este rezultatul concret al acesteia, cu ajutorul calculatorului si al sistemului informatic. Discuţiile în grup: Metoda discuţiilor în grup are rolul de a-i ajuta pe membrii acestuia să repete, proceseze şi să-şi extindă cunoştinţele. Pe măsură ce membrii grupului pun întrebări şi oferă explicaţii, ei sunt obligaţi să realizeze conexiuni logice, să-şi organizeze cunoştinţele şi să activeze procesele de revizuire rapidă care susţin procesarea informaţiei şi mecanismele memoriei. Formatorul are rol de facilitator şi moderator al discuţiei, stabilind totodată şi tema de discuţie şi asigurându-se că fiecare cursant îşi exprimă punctul de vedere şi este activ în cadrul discuţiei. Studiul de caz: Este o metodă care presupune confruntarea cursantului cu o situație de viață reală (”caz”). Scopul acestui demers este acela de a observa, înțelege, interpreta, sau chiar soluționa situația. „Cazul” trebuie să reflecte o situație tipică, reprezentativă și semnificativă pentru anumite 10 / 331 stări de lucruri. Mozaicul: Este o metodă care necesită folosirea unui material scris (ex. o pagină dintr-un material redactat de formator, un articol, un document, un text dintr-un manual, etc.). Pentru a aplica metoda, participanții sunt împărțiți pe grupuri eterogene de câte 4-5 membri care se numesc „grupuri casă”, în cadrul cărora se împarte textul care trebuie să fie studiat într-un număr de părți egal cu numărul de „grupuri casă” constituite. Din „grupurile casă” se desprind membrii care vor forma „grupurile de experți”. Acestea vor cuprinde câte un membru din fiecare „grup casă” care are de studiat aceeași parte de text, identificând ideile principale și modul în care le vor preda colegilor. La expirarea timpului alocat lucrului în „grupurile de experți”, membrii revin la „grupurile casă” și pe rând predau colegilor conținutul în care au devenit „experți”. La sfârșitul secvenței, toți membrii trebuie să cunoască întregul text de studiat. Turul galeriei: Este o metodă care se desfășoară în grupuri de câte 3-4 membri care lucrează la o anumită problemă, la o întrebare care se poate concretiza într-un produs, o schemă, un tabel, o machetă, o listă, etc. Produsele realizate sunt expuse, transformând spațiul într-o „galerie”. Membrii grupurilor vizitează pe rând fiecare exponat, îl analizează, consemnează sugestii, comentarii sau întrebări pe foaie de comentarii alăturată „exponatului”. După ce se încheie turul galeriei grupurile revin la „exponatele” proprii și își reexaminează produsul prin prisma observațiilor primite de la colegi. Bulgărele de zăpadă: Este o metodă care se poate folosi atât pentru spargerea gheții, cât și pentru fixarea/consolidarea cunoștințelor. Aceasta presupune ca fiecare membru al grupului de lucru să scrie pe o bucată de hârtie răspunsul la o întrebare adresată de formator, apoi să mototolească hârtia asemenea unui bulgăre de zăpadă, iar la semnalul dat să îl rostogolească spre spațiul unde au acces toți membrii. Fiecare „culege” bulgărele cel mai apropiat și încearcă fie identificarea celui care l-a scris, fie rezolvarea unei sarcini de pe foaie, fie găsirea perechii după un anumit criteriu dat. Este o metodă care permite grupări/regrupări și rezolvări de sarcini foarte rapide, într-un timp scurt, dar într-o manieră dinamică și atractivă. Cerc interior, cerc exterior: Este o metodă de scurtă durată prin intermediul căreia fie se poate face spargerea gheții, fie se poate face verificarea cunoștințelor. Aceasta presupune împărțirea membrilor grupului în 2 echipe, care vor forma 2 cercuri concentrice. Membrii care formează cercurile se vor mișca în sensuri diferite, iar la semnal se vor opri și vor forma perechi (un membru din cercul interior cu unul din cercul exterior). În pereche vor discuta noțiunile/activitățile din ziua precedentă care i-au interesat, care le-au plăcut, sau pe care nu le-au înțeles. Exercițiul se poate repeta, fiind o metodă eficientă și pentru culegerea feedback-ului de la participanți. Brainstorming-ul (asalt de idei/furtună în creier): Este o metodă creativă, 11 / 331 de generare de idei noi. Aceasta metodă implică tot grupul de participanți, care se concentrează asupra unei probleme specifice și lucrează pentru a găsi soluții prin intermediul unui proces colectiv de adunare de propuneri. Persoana care conduce brainstorming-ul lansează întrebări deschise și adună răspunsurile, scriindu-le pe tablă și clasificându-le dacă este nevoie. Pe parcursul desfășurării procesului, nu se critică nicio idee și se stimulează creativitatea. Participanții sunt încurajați să exprime cât mai rapid, folosind enunțuri cât mai scurte și concrete, fără cenzură, ideile pe care le au (chiar și cele neobișnuite, absurde, fanteziste). Analizarea ideilor se face la sfârșitul sesiunii de brainstorming. Cu cât numărul ideilor este mai mare, cu atât crește probabilitatea ca între acestea să existe și unele de calitate, pe principiul „cantitatea generează calitatea”. Grupul participant la sesiunea de brainstorming trebuie să fie format dintr- un număr par de membrii (între 2-12 persoane). Grupuri similare: Favorizează reflectarea asupra impresiilor directe ale participanților și facilitează lămurirea unor necunoscute. La semnal, fiecare participant scrie pe o bucată de hârtie o temă care a venit în întâmpinarea nevoilor sau un aspect care a rămas nelămurit. Apoi se formează grupuri similare ale celor care au avut aceeași nelămurire sau a celor care au fost mulțumiți de o anumită temă abordată. În grupul similar se va dezbate timp de 5 minute pe marginea celor notate, apoi se vor forma perechi cu membrii altor grupuri similare, cu scopul de a împărtăși sau lămuri aspectele menționate. Delta Plus: Îi pune pe participanți în situația de a nota individual într-un tabel simplu, cu 2 coloane, feedback-ul zilei. În coloana Plus notează activitățile, sarcinile, aspectele care le-au plăcut. În coloana Delta notează activitățile, sarcinile, aspectele care trebuie să fie modificate, îmbunătățite. La sfârșitul zilei se vor centraliza toate răspunsurile, iar a doua zi vor fi comunicate tuturor participanților, cu răspunsuri la întrebările formulate. Selectați o temă din curs și propuneți o strategie de formare proprie pe Aplicaţii și teme de reflecție 1. tematica dată, respectând sugestiile din metodologia de formare de mai sus. 12 / 331 Modulul 1 Matematica de tranziție la gimnaziu și la liceu 13 / 331 Împărţirea cu rest şi trecerea către divizibilitate Împărţirea numerelor naturale la clasele primare Practica didactică a demonstrat că împărţirea este, pentru elevii ciclului primar, cea mai grea dintre operaţiile aritmetice. Elevii îşi pot însuşi împărţirea numai dacă stăpânesc temeinic celelalte operaţii aritmetice. Având în vedere acest lucru, afirmăm că stă în puterea cadrului didactic să-l îndrume pe fiecare elev spre înţelegerea sensului operaţiei de împărţire apelând la învăţarea intuitivă, utilizând în cadrul lecţiilor o multitudine de materiale concrete şi iconice şi adaptând în permanenţă predarea la nivelul posibilităţilor de înţelegere ale elevilor. La ciclul primar, împărţirea numerelor naturale se introduce: Modalităţi de introducere a împărţirii pentru elevii • în relaţie cu înmulţirea ciclului primar • ca o scădere repetată a aceluiaşi termen Împărţirea în relaţie cu • Se va demonstra elevilor că împărţirea este operaţia aritmetică înmulţirea in versă înmulţirii, fiind operaţia de determinare a unui factor atunci când se cunosc produsul a două numere naturale şi celălalt factor al produsului (diferit de zero). Exemplu: dacă 3 x 6 = 18 atunci 18 : 6 = 3 şi 18 : 3 = 6 Împărţirea este o scădere • Profesorul demonstrează elevilor că pot afla câtul unei împărţiri repetată a aceluiaşi termen s căzând împărţitorul în mod repetat din deîmpărţit până când se obţine câtul 0. Numărul scăderilor succesive efectuate reprezintă chiar câtul împărţirii. Exemplu: 18 – 6 – 6 – 6 = 0, aşadar 6 se poate scădea din 18 de 3 ori, deci 6 se cuprinde în 18 de 3 ori. Putem scrie sub formă de împărţire astfel: 18 : 6 = 3. Activităţile desfăşurate cu clasa vor fi în mare parte obiectuale (folosind beţişoare, creioane, bile, jetoane şi alte obiecte concrete) şi vor avea ca scop aflarea numărului care indică de câte ori se cuprinde împărţitorul în deîmpărţit. În acest sens, elevii vor primi sarcini prin care se solicită scrierea unor împărţiri sub formă de scădere repetată sau scrierea unor scăderi repetate sub formă de împărţire. De asemenea se va insista pe utilizarea de către elevi a terminologiei specifice. Elevii vor conştientiza necesitatea însuşirii împărţirii, care decurge din rezolvarea unor situaţii problematice practice, întâlnite în viaţa cotidiană, în care este nevoie să aplicăm această operaţie. Situaţiile concrete întâlnite se structurează în două procedee sau tipuri de împărţire. 14 / 331 Tipuri de împărţire • Împărţirea în părţi egale – este tipul de împărţire care presupune separarea elementelor unei mulţimi în submulţimi disjuncte, în care sunt cunoscute numărul de elemente ale mulţimii date şi numărul de submulţimi care se formează şi în care trebuie determinat numărul de elemente din fiecare submulţime. Exemplu de situaţie concretă în care se aplică acest procedeu de împărţire: Bunica aduce 12 caise pe care le împarte în mod egal celor 3 nepoţi ai săi. Câte caise primeşte fiecare copil? • Împărţirea prin cuprindere – presupune, de asemenea, separarea elementelor unei mulţimi în submulţimi disjuncte, aici fiind cunoscute numărul de elemente al mulţimii date şi numărul de elemente din fiecare submulţime şi trebuie determinat numărul submulţimilor care se formează. Exemplu de situaţie concretă în care se aplică acest tip de împărţire: Bunica aduce 12 caise şi împarte câte 4 nepoţilor săi. Câţi nepoţi are? Manipulând obiecte concrete, elevii vor observa că există cazuri de împărţire când, în urma ultimei scăderi repetate, rămâne un rest mai mic decât împărţitorul. Astfel, elevii desoperă împărţirea cu rest. Împărţirea cu rest. • Fără a manipula obiecte ( bile, beţişoare, mere, castane, creioane, etoane etc.) elevii nu vor putea înţelege pe deplin semnificaţia restului j unei împărţiri. Numai prin acţiune concretă vor vedea că, în cazul împărţirii cu rest, din mulţimea iniţială de obiecte, după ce s-au scos succesiv atâtea obiecte câte indică împărţitorul, rămâne un număr de obiecte mai mic decât acesta. Fiindcă împărţirea se efectuează totdeauna în părţi egale, aceste obiecte nu mai pot fi distribuite, ele constituindu-se în rest al împărţirii. • Se va arăta că restul poate fi diferit de 0, operaţia fiind denumită împărţire cu rest sau restul poate fi 0, operaţia fiind denumită împărţire exactă. ≠ Teorema împărţirii cu rest • Dacă de dau două numere naturale D şi Î, cu Î 0, există două numere naturale C şi R, cu R < Î, astfel încât D = C x Î + R. • La ciclul primar teorema împărţirii cu rest este utilizată în aplicaţii, pentru a efectua proba împărţirii cu rest şi pentru a determina deîmpărţitul sau împărţitorul în cadrul exerciţiilor de aflare a unui număr necunoscut. Partea teoretică nu face obiectul programei şcolare. Tipuri de exerciţii şi probleme pentru ciclul primar: Aplicaţii ale teoremei împărţirii cu rest • Care poate fi restul împărţirii unui număr la 4? • Pentru un joc Andrei a organizat elevii clasei sale în 4 echipe cu câte 5 membrii, însă a mai rămas un număr de copii prea mic pentru a mai forma o echipă. Câţi copii ar fi putut rămâne fără echipă? • Calculaţi împărţirea 532: 3 , apoi verificaţi rezultatul efectuând proba. • Determinaţi deîmpărţitul ştiind că împărţitorul este 4, câtul 16 şi restul 2. 15 / 331 • Deîmpărţitul este 105, câtul 7 şi restul 2. Aflaţi împărţitorul. • Împărţitorul este 7, iar câtul este 6. Care poate fi deîmpărţitul, dacă avem o împărţire cu rest? • Câţi iepuraşi are Nicu, dacă după ce a pus câte 4 iepuraşi în 3 cuşti, au mai rămas încă 2? • Câtul împărţirii a două numere este 7, iar restul 5. Aflaţi cele două numere ştiind că suma acestora este 165. • Doi fraţi au economisit împreună 94 de lei. Fratele mai mare a economisit de 5 ori şi încă 4 lei mai mult dacât cel mic. Câţi lei a economisit fiecare? • Diferenţa a două numere este 125. Împărţind numărul mai mare la cel mai mic obţinem câtul 3 şi restul 5. Aflaţi numerele. Rolul învăţătorului este determinant pentru înţelegerea de către elevi a Optimizarea activităţii emnificaţiei operaţiei de împărţire. Pentru a facilita elevilor învăţarea în profesorului în procesul de s lasă coordonatele principale ar fi următoarele: predare-învăţare-evaluare c a împărţirii la ciclul primar • selectarea celor mai relevante contexte de învăţare în raport cu tema; • utilizarea metodelor activ-participative, a metodelor de învăţare prin descoperire; • manipularea de către elevi a materialelor didactice diverse: obiecte concrete, material iconic, softuri educaţionale ş.a.; • evidenţierea unor aspecte semnificative ale acţiunilor desfăşurate cu materialul intuitiv, prin dirijarea abilă a conversaţiei de tip euristic; • structurarea diferenţiată a conţinuturilor în raport cu nivelul de înţelegere al fiecărui elev; • crearea unor contexte de evaluare stimulative pentru elev: prin joc didactic, activitate în cadrul grupului, utilizarea mijloacelor moderne (aplicaţii pe calculator, tabletă). escrieţi un joc didactic pe care l-aţi desfăşurat cu elevii în cadrul Aplicaţii și teme de reflecție 1. D lecţiilor despre împărţire. 2. Compuneţi două probleme în care să aplicaţi teorema împărţirii cu rest. 16 / 331 Teorema împărțirii cu rest, clase de resturi, congruență modulo n O singură teoremă cu multiple „fețe” Oricare dintre noțiunile matematice sunt „verigi” ale unui lanț. Fiecare este în legătură cu altă/alte noțiune/noțiuni, are anumite particularități, duce spre anumite concluzii. Pe scurt: deschide anumite orizonturi, uneori orizonturi noi sau necunoscute nouă. Împărțirea cu rest dincolo de calitatea de operație de bază, ne deschide la o primă analiză porți spre două lumi. Împărțirea la care restul este zero (împărțirea exactă) ne permite să abordăm mulțimea numerelor naturale sau întregi prin intermediul multiplilor și divizorilor, legăturile dintre numere născându-se datorită relației de divizibilitate. Împărțirea cu rest ne oferă o altă abordare asupra acelorași mulțimi: prin intermediul claselor de resturi, de această dată relațiile dintre numere datorându-se unei alte relații, și anume: congruența modulo n. Împărțirea – dincolo de Oricare dintre strategiile didactice stabilite pentru realizarea unui scop final, este centrată pe cuplul situație de învățare – sarcină de învățare”. statutul de operație ituația de învățare la oră, este generată de profesor. E recomandat ca aritmetică S acesta să creeze situații care să asigure: • captarea atenției elevului; • implicarea lui în discuții și activități de învățare; • motivarea pentru aprofundare și cercetare; • conștientizarea rezultatelor în urma unor aplicații reale. Activitățile de învățare care se succed vor fi cu atât mai eficiente cu cât vor fi mai puțin „sarcini” și mai mult jocuri, curiozități, activități în scopul soluționării unor situații posibile sau cunoscute. Trebuie să avem în vedere faptul că la anumite vârste, definițiile riguroase și impunerea respectării stricte a unor proceduri pot să conducă la „pierderea auditoriului” și treptat la îndepărtarea de disciplină, percepută ca fiind prea rigidă, amplă și dificilă. Anumite concesii pot fi binevenite. Astfel putem opta pentru: • exemple ilustrative sau exerciții experimentale; • exemple și contraexemple; • situații practice cu concluzii vizate sau „surpriză”; • jocuri de roluri. Două obiective majore pe care profesorul le are atunci în atenție atunci când lucrează cu elevii împărțirea cu rest sunt: • Elevii să conștientizeze că împărțirea cu rest este un instrument de calcul util în soluționarea anumitor situații practice. • Elevii să cunoască elementele definitorii și „dinamica echilibrului” din interiorul operației. În continuare exemplificăm, construind o strategie, având în vedere ceea ce dorim să obținem de la elevi. Vom genera o anumită situație și vom stabili succesiunea sarcinilor/activităților de învățare precum și formele de organizare a activităților. Descriem în continuare câte o variantă posibilă pentru fiecare obiectiv. Trebuie să recunoaștem că imaginația poate să joace un rol important aici. 17 / 331 Elevii să conștientizeze că • Prezentăm o situație practică: „Toată familia lui Victor a plecat să- împărțirea cu rest este un l ajute pe bunicul Ștefan să culeagă merele din livadă. S-au cules instrument de calcul util în 792 kg de mere. La firma care asigură transportul fructelor sunt soluționarea anumitor două tipuri de lăzi, cu capacitate de 22 kg și respectiv 25 kg. Câte situații practice. l ăzi trebuie să comande bunicul Ștefan pentru merele culese?” • Optăm pentru învățarea pe grupe. Vom observa în primul rând care grupe dau rezultate corecte. Apoi, cum se colaborează în interiorul grupei și ceea ce este important în ce măsură elevii care efectuează corect calculele îi asistă sau îi sprijină pe ceilalți. • Dezbatem situația descrisă. Insistăm atât asupra elementelor de calcul, asupra rezultatelor obținute cât și asupra a ceeea ce reprezintă practic aceste rezultate. • Declanșăm un proces de analiză, cu privire la consecințele practice datorate greșelilor de calcul, sau a lipsei de corelare dintre rezultate și aspectele practice. • Solicităm alte exemple cunoscute din viața elevilor, sau exemple practice posibile, create prin analogie. • Lăsăm să fie continuat studiul prin completarea situației descrisă inițial cu date referitoare la mașina care face transportul și anume - câte lăzi pot fi transportate o dată. Răspunsuri, concluzii și idei de optimizare pot fi prezentate de către un reprezentant al fiecărei grupe. Elevii să cunoască • Utilizăm jocul ca metodă didactică. Pentru aceasta, invităm copiii elementele definitorii și la un concurs, care are drept scop să-i familiarizeze pe elevi cu „dinamica echilibrului” din e lementele operației de împărțire. interiorul operației. • Împărțim clasa în două grupe mari; dacă numărul elevilor este mpar vom solicita ca un elev să fie asistentul profesorului. i • Din fiecare grupă vor fi selectați câte doi elevi: câtul și restul. • Elevii rămași se vor împărți în alte două părți: o parte mai numeroasă pentru deîmpărțit și una mai puțin numeroasă fără un rol anume, la prima vedere. • Se vor distribui materialele utile: cartoane de dimensiune A4 cu numere, pentru fiecare elev din perechile cât-rest. Bineînțeles că numerele sunt în funcție de împărțirea selectată pentru activitate. • Se anunță regulile jocului: profesorul (sau asistentul, dacă există) o să anunțe sau afișeze un număr care reprezintă împărțitorul. Grupul mai numeros de elevi se va separa în grupulețe mai mici conform împărțitorului anunțat. În acest timp perechile cât-rest vor ridica fiecare cartonașul cu numărul corespunzător. Exemplu, pentru un grup de 19 elevi, dacă profesorul anunță 5, aceștia se vor regrupa în 3 grupe mici cu câte cinci elevi și una cu 4. În acest timp, fiecare dintre perechi ar trebui să indice elevul-cât: 3, iar elevul-rest: 4. După care începe „marea provocare”. Din grupul mic de elevi, care așteaptă la intrare va intra „în scenă” un număr de elevi indicat de asemenea, de profesor sau de asistent. Perechea cât-rest va trebui să afișeze noile valori. Exemplu: dacă este indicat 1, se va completa grupa a 4-a și astfel câtul va fi 4, iar restul 0. 18 / 331 Apoi se reia situația anterioară și se indică alt număr pentru grupul mic. Și așa mai departe. Câștigă perechea care a expus mai repede valorile corecte în mai multe runde. • Se pot face modificări de roluri și apoi se reia jocul pentru un alt împărțitor. • Se analizează situațiile din joc și se fac remarci privind intervalul în care se află valorile posibile pentru rest, sau pentru cât. • Se fac legături cu conținutul teoretic specific și se redactează concluziile, utilizând notațiile și simbolurile corespunzătoare. Studiul de caz este o metodă care se bazează pe cercetare și analiză, pe înțelegerea și soluționarea unui caz sau a unei situații. Este important ca situația să fie reală, perceptibilă din punct de vedere al vârstei elevilor și legată într-o anumită măsură de preocupările elevilor pentru a fi siguri că elevul deține suficiente informații pentru a putea participa la rezolvarea problemei. Jocul de rol se bazează pe ideea că se poate învăța și dintr-o experiență simultană, nu numai dintr-o experiență directă, printr-o modalitate plăcută, antrenantă și poate uneori amuzantă. Plasarea elevilor pe diferite roluri are ca scop familiarizarea elevilor cu anumite noțiuni, particularități sau relații, înțelegerea acestora prin intermediul unor proceduri atipice. a începutul oricărei lecții profesorul și elevul sunt în poziții diferite. Împărțirea exactă – L rofesorul știe ce urmează, iar elevul nu. De aceea profesorul trebuie să divizibilitatea. P construiască o strategie de abordare a fiecărei părți din lecție încă din momentul proiectării. Fiecare moment al lecției trebuie să fie trecut cu bine și de către elevi. Trebuie să se asigure că elevul a înțeles corect și logic secvența și nu doar a receptat-o. Noua secvență trebuie să fie înglobată în structura cognitivă a elevului pentru a putea trece mai departe. Pentru aceasta trebuie să ne asigurăm de legăturile secvenței (sau a noțiunii) în discuție și să apelăm la anumite prerechizite. Astfel, introducerea în divizibilitate nu se va face brusc, prin definirea relației, ci în legătură cu împărțirea. O putem privi ca un caz particular de împărțire. Împărțirea exactă „scoate din joc” restul. Astfel rămânem cu celelalte elemente: deîmpărțitul (multiplu) și câtul, respectiv restul (divizori). Prin prisma acestor împărțiri, toate relațiile dintre numere sunt relații de divizibilitate. Ceea ce ne interesează pe noi (includem aici și elevii) ar fi: • cum verificăm dacă avem o relație de divizibilitate; • care sunt instrumentele cu ajutorul cărora această verificare este mai facilă; • cât de utile sunt proprietățile acestei relații. Prerechizite pentru partea de divizibilitate, sunt operațiile de înmulțire (cu proprietăți) și de împărțire, deoarece modul permanent valabil de a verifica dacă un număr a este divizibil cu un număr b, este efectuarea împărțirii lui a la b. Criteriile de divizibilitate vin să ne sprijine în a stabili dacă avem o astfel de relație, doar în anumite cazuri (pentru anumite valori ale lui b). Prin urmare profesorul se asigură că elevii efectuează corect operația de împărțire. După care oferă treptat instrumentele de sprijin: criteriile de divizibilitate. Dacă vom colabora cu elevii pentru descoperirea lor, este bine să alegem exemple astfel încât observațiile asupra rezultatelor să 19 / 331 conducă la formularea aproximativă sau definitivă a criteriilor. O ordine în acest sens ar putea fi: • criteriul de divizibilitate cu 10 (n10); • criteriile de divizibilitate cu 2 și 5; • criteriile de divizibilitate cu 4 și 25; • criteriile de divizibilitate cu 3 și 9. Alte criterii rămân la latitudinea profesorului, deoarece vor depinde de nivelul clasei, programul alocat, sau de prezența unor elevi capabili de performanță și care doresc să obțină performanță la matematică. Caracterul intuitiv al învățământului se face simțit și aici. Se pot selecta exerciții astfel încât să faciliteze introducerea proprietăților divizibilității și a criteriilor de divizibilitate. Spre exemplu, putem distribui fișe cu împărțiri în genul celor de mai jos, la grupe sau perechi de elevi: F1 Efectuați: a) 720 : 48 b) 720 : 12 c) 720 : 8 d) 720 : 6 e) 720 : 4 F2 Efectuați: a) 504 : 28 b) 504 : 14 c) 504 : 7 d) 504 : 4 e) 504 : 2 După efectuarea împărțirilor vom solicita să observe ce legătură este între 12, 8, 6, 4 și împărțitorul 48 (la F1) și respectiv 14, 7, 4, 2 și 28 (la F2). Vom avea precis răspunsurile așteptate: că 12, 8, 6 și 4 sunt divizori a lui 48, iar 720 este divizibil cu 48 și de asemenea este divizibil și cu divizorii lui 48. Concluzii asemănătoare vor fi și la celelalte fișe, astfel că formularea proprietății pe care dorim să o prezentăm poate să apară chiar de la elevi. După fiecare proprietate (sau cel puțin într-un interval de timp la sfârșitul orei) intervenim cu exerciții de recunoaștere și exerciții de aplicare imediată. Un rol important îl au aici și contraexemplele – copilul care găsește valori numerice în acest sens înseamnă că a reținut și a înțeles mesajul teoretic. Profesorul trebuie să solicite prin metode de predare corespunzătoare, participarea, inițiativa elevilor și exprimarea părerilor sau ideilor. Una dintre metodele de dezvoltare a creativității este metoda cubului. Această metodă presupune explorarea unei teme sau a unei situații din mai multe perspective, permițând abordarea complexă și integratoare a unei teme. Etapele sunt: • realizarea unui cub pe ale cărui fețe apar scrise direcțiile de abordare: enunță sau descrie, compară, analizează, asociază, argumentează, aplică (în funcție de temă și obiectivele vizate pot fi modificate anumite direcții de abordare); • anunțarea temei sau a subiectul pus în discuție; • împărțirea clasei în 6 grupe și alocarea câte unei fațe a cubului; • prezentarea realizărilor fiecărei grupe; • redactarea finală și integrală, împărtășirea tuturor prin afișarea pe cub, planșe sau pe tablă. O astfel de acțiune se recomandă să se aplice doar o dată în timpul orei. Altfel nu vor fi asigurate eficiența ei și atingerea obiectivelor vizate. a final de unitate, când revenim și sintetizăm partea de divizibilitate, Metoda cubului – L utem utiliza această metodă. Elevii clasei se vor împărții în 6 grupe. exemplificare p Fiecărei grupe o să i se atribuie una dintre fețele unui cub (pregătit 20 / 331 anterior), fețe pe care avem cerințele enumerate mai sus. Anunțăm tema: C.m.m.d.c și c.m.m.m.c. Ce fac elevii? Cei care sunt în grupa enunță vor scrie enunțurile cerute și vor descrie algoritmii de calcul (pe fața respectivă a cubului sau pe o bandă alocată din suprafața tablei). Grupa compară stabilește asemănări și diferențe între procedeele de calcul pentru c.m.m.d.c și c.m.m.m.c. Grupa analizează va prezenta cum sunt rezultatele în funcție de calitatea numerelor la care se calculează : • un număr este multiplul celuilalt; • au divizori comuni; • sunt prime între ele. Grupa asociază poate să selecteze dintr-o mulțime de numere, perechile de numere care au c.m.m.d.c.=1 (adică vor alege cupluri de numere prime între ele) sau perechile de numere în care c.m.m.m.c. este unul dintre ele. Grupa argumentează trebuie să justifice algoritmul de calcul pentru c.m.m.d.c și c.m.m.m.c. Grupa aplică va calcula conform algoritmului pentru anumite valori date, sau pentru o situație descrisă. Metoda se poate aplica și pentru temele: • Criteriile de divizibilitate cu 2 și 4; • Criteriile de divizibilitate cu 5 și 10; • Criteriile de divizibilitate cu 3 și 9; • Proprietățile divizibilității (precizare pentru două dintre ele); • Divizori proprii și improprii; • Numere prime și numere compuse. La matematică dacă o teorie acreditează un anumit algoritm, rularea acestuia era privită drept „practică” în raport cu teoria, sau „aplicație”. Însă, trebuie să fim atenți că nu ne putem opri aici. Algoritmii sunt doar instrumente, accesorii. Contextul real, situația practică descrisă în „enunțul problemei” ne vor ajuta să demonstrăm cât de prezentă este matematica în viața de zi cu zi. Dorim să oferim exemple în acest sens și la partea de divizibilitate. Să ne oprim asupra unui exercițiu experimental pe care este bine să îl facem înainte de a preda divizibilitatea. Exemplu: Aducem la clasă 72 de pixuri, 60 de radiere și 36 mingi pentru tenis de masă. Mai aducem și un anumit număr de pungi (convenabil ales). Rugăm elevii să pregătească cât mai multe pungi în care să apară același număr de produse din fiecare categorie, deoarece trebuie distribuite unor copii la un anumit eveniment. Îi putem lăsa să încerce și să se consulte până vor reuși. La finalul capitolului, sau după ce predăm c.m.m.d.c e bine să revenim cu aceeași aplicație. Strategia didactică nu se identifică cu metodele pe care cadrul didactic le include în structură. Utilizarea unei metode reprezintă o acțiune care vizează performanța învățării imediate într-o secvență de instruire. Strategia didactică este un scenariu didactic complex. Se dorește ca o strategie să prefigureze traseul metodic cel mai potrivit și eficient, iar uneori acest traseu corespunde unei perioade de timp mai îndelungate. Din momentul în care elevii fac primele împărțiri, trebuie să-i provocăm prin intermediul câtorva exerciții, sau întrebări, să discute despre aspecte care par să nu fie conforme cu anumite reguli sau proceduri. Să deschidem căi necunoscute, căi care treptat se vor lumina și vor deveni familiare nouă în timp. stfel după conținuturile de la divizibilitate, după gruparea numerelor în Împărțirea cu rest. Clasele A mulțimi de multipli, multipli comuni, de divizori, de numere prime, etc, se de resturi. Congruența 21 / 331 firesc întrebarea dacă în afara relației de divizibilitate, mai avem modulo n. pune legături între numere, mai avem și alte mulțimi sau structuri. La clasele mai mari experiențele anterioare presupun o acumulare graduală a unor activități de cercetare, de învățare prin descoperire. În acest sens, după prezentarea claselor de resturi și definirea relației de congruență modulo n, proprietățile acestei relații pot fi obținute și demonstrate prin analogie cu cele de la divizibilitate (ex. Tranzitivitatea). Divizibilitatea Congruență modulo n i cacb//⇒ )(modnba≡și )(mod ncb≡ ba/ ș )(mod nca ≡⇒ ∃x∈N a.î. b=ax  ba/⇒ −⇒≡)/()(modbannba  cb/∃ ⇒ y∈N a.î. c=by ⇒ −⇒≡)/()(modcbnncb deci c=by=axy=a(xy) cu xy∈N  ] )/()()(/cancbban−⇔−+− adică ca/ [ )(modnca≡ ⇒ Cu ajutorul elevilor se pot realiza următoarele activități: • actualizarea conținuturilor anterioare; • scrierea părțile/propozițiile la care dorim să ne oprim; • observații, analize și redactări cu notațiile specifice; • formularea prin analogia propozițiilor referitoare la relația de congruență modulo n; • verificarea pentru câteva valori concrete; • redactarea demonstrațiilor la propozițiile formulate. La sfârșitul unității Împărțirea cu rest. Clasele de resturi. Congruența Metoda Știu – Vreau să em aplica metoda Știu – Vreau să știu – Am învățat. Pentru știu – Am învățat – modulo n put asta, stabilim tema/pasajul de conținut asupra căruia ne oprim și exemplificare. ace solicităm elevilor să întocmească o listă cu ceea ce știu despre temă, legături cu conținuturi anterioare, similitudini cu alte noțiuni, unde și când au întâlnit ceva legat de această temă, ce aplicații cunosc sau au realizat utilizând această teorie/noțiune. În timp ce aceștia scriu listele (individual sau pe perechi) cadrul didactic desenează pe tablă un tabel cu următoarea structură: Știu Vreau să știu Am învățat (ce credem că știm?) (ce vrem să știm?) (ce am învățat?) Apoi se discută aspectele de care elevii nu sunt siguri, detalii care trezesc curiozitatea unora și aspecte asupra cărora părerile sunt împărțite. Acestea se vor trece pe coloana din mijloc. După acest moment, profesorul conduce o analiză minuțioasă a temei cu scopul de a lămuri aspectele la care elevii aveau întrebări și incertitudini. În final, se completează coloana a treia cu ceea ce au învățat toți elevii sau 22 / 331 majoritate prin derularea acestei activități. Teme care pot fi date și dezbătute cu această metodă: • Partițiile unei mulțimi. • Operații cu reprezentanți din clase de resturi. • Relația de congruență modulo n. • Proprietăți ale relației de congruență modulo n. • Teorema lui Fermat. • Grupul claselor de resturi modulo n. • Congruența și criptografia. Să reținem că profesorul trebuie să-și organizeze materialele și metodele în funcție de nivelul elevilor. Astfel, în cazul unei instruiri diferențiate, tactul pedagogic este esențial. Deci pentru ca toți elevii să participe profesorul: • ajustează conținutul; • dirijează atent activitățile; • colaborează cu elevii conform abilităților acestora raportate la dificultatea conținuturilor, sau algoritmilor; • provoacă elevii să sprijine momentele de indecizie; • provoacă elevii să încerce lucruri noi; • determină elevii să-și asume răspunderea. escrieți un joc matematic pentru operațiile de adunare și înmulțire din Aplicaţii și teme de reflecție 1. D 4Ζ 2. Realizați un proiect didactic pentru o oră de opțional cu tema: Congruența și criptografia. 23 / 331 De la fracţii ordinare la numere raţionale Metodologia predării-învăţării fracţiilor la ciclul primar În clasele primare, predarea-învăţarea fracţiilor ordinare aduce o însemnată contribuţie la formarea conceptului general de număr şi la familiarizarea elevilor cu o nouă mulţime numerică. Aceştia vor înţelege treptat că există şi alte mulţimi de numere şi că varietatea numerelor nu se limitează numai la cele naturale. Prin studiul numerelor fracţionare elevii îşi formează o imagine mai cuprinzătoare despre numere, îşi lărgesc considerabil aria cunoştinţelor matematice, îşi formează noi deprinderi de calcul. rimele noţiuni despre numere fracţionare se însuşesc de către elevi odată Formarea noţiunii de P cu învăţarea împărţirii numerelor naturale la 2 şi la 4, prin aflarea jumătăţii fracţie şi unitate mii) şi sfertului (pătrimii) unui număr. Procesul de formare a noţiunii fracţionară (doi de fracţie continuă în clasele următoare. Aprofundarea studiului numerelor fracţionare se realizează la clasa a IV-a, când se definesc pentru prima oară noţiunile de fracţie şi unitate fracţionară, pe baza achiziţiilor anterioare şi ţinând seama de caracteristicile psiho-somatice ale elevilor: • Astfel, fracţia ordinară se defineşte ca fiind una sau mai multe părţi luate dintr-un întreg care a fost împărţit într-un număr oarecare de părţi egale. Exemplu: 1; 10; 5; 0. 7358 • Dacă se introduce mai întâi noţiunea de unitate fracţionară (aceasta fiind practica didactică uzuală) fracţia se denumește ca fiind numărul format din una sau mai multe unităţi fracţionare. • Acţionând cu obiecte concrete elevii vor descoperi că unităţile fracţionare se formează prin împărţirea întregului în părţi egale. Fiecare parte egală reprezintă o unitate fracţionară. Exemplu: 1; 1; 1. 2412 E necesar ca însuşirea de către elevi a noţiunilor despre primele unităţi fracţionare şi despre fracţiile ordinare să se bazeze pe un proces intuitiv complet, care să asigure trecerea de la concret la abstract şi însuşirea în mod conştient a elementelor care intervin în studiul acestora. Deoarece capacităţile de abstractizare şi generalizare sunt insuficient dezvoltate la elevii din ciclul primar, se recomandă ca familiarizarea elevilor cu noţiunea de unitate fracţionară să se desfăşoare parcurgând anumite etape progresive. În cadrul acestor etape e necesară utilizarea unei mari varietăţi de materiale didactice concrete şi iconice, demonstrative şi distributive. Etapele formării noţiunii • Fracţionarea obiectelor concrete de unitate fracţionară C a material didactic se utilizează obiectele uzuale, care în mod obişnuit se împart în două, patru sau mai multe părţi egale, cum ar fi: un măr, o pâine, o coală de hârtie, un pepene. De asemenea pot fi folosite şi alte obiecte a căror lungime, masă sau capacitate se împart uşor în jumătăţi, sferturi, cincimi, zecimi, cum ar fi: o sfoară cu lungimea de 1m, făina dintr-o pungă 24 / 331 de 1 kg, apa dintr-o sticlă de 1 l ş.a. Foarte importantă este formarea în rândul elevilor a preocupării ca părţile obţinute prin fracţionare să fie egale. • Fracţionarea figurilor geometrice Se va avea în vedere fracţionarea prin pliere a pătratului, cercului, dreptunghiului, decupate din hârtie, în părţi la fel de mari. • Fracţionarea prin desen Se urmăreşte separarea în părţi egale a imaginilor unor obiecte (imaginea unui tort, a unei tarte, a unei pizza) prin trasarea unor linii. După acelaşi procedeu pot fi fracţionate figuri geometrice plane: segment de dreaptă, cerc, pătrat, dreptunghi, urmărind axele de simetrie ale acestor figuri. • Fracţionarea numerelor concrete În categoria numerelor concrete intră cele care reprezintă unităţi de măsură (jumătate din 10 kg, un sfert din 20 lei, o zecime dintr-un litru) sau obiecte concrete (jumătate dintr-o duzină de ceşti, un sfert din 8 creioane, o cincime din 10 flori). • Fracţionarea numerelor abstracte Aceasta este etapa de generalizare şi abstractizare a celorlalte etape intuitiv-concrete şi imaginative de fracţionare. Pentru a afla o unitate fracţionară dintr-un număr abstract se utilizează operaţia de împărţire a 1 valorii întregului la numărul părţilor. Spre exemplu, pentru a obţine 7 dintr-un număr se împarte numărul respectiv la 7. Familiarizarea cu noţiunea de fracţie implică înţelegerea faptului că o unitate fracţionară este egală cu alta dacă numărul de părţi egale în care s-a împărţit întregul este acelaşi şi dacă întregii sunt la fel de mari. Foarte impotante aici sunt şi activităţile practice de recompunere a întregului din părţile în care a fost fragmentat. De asemenea, la fiecare dintre etapele amintite este necesar ca acţiunea să se finalizeze cu concluzia generalizatoare corespunzătoare, astfel evidenţiindu-se aspectul ştiinţific al noţiunilor. Spre exemplu, la fracţionarea prin pliere a unui cerc în 6 părţi egale se concluzionează că pentru a afla o şesime dintr-un întreg se împarte întregul în 6 părţi egale, deci întregul este format din 6 şesimi. Pe tot parcursul acestor etape se folosesc metode şi procedee activ-participative, euristice, de manipulare nemijlocită a materialului didactic de către elevi, aceştia fiind participanţi activi ai propriei formări. Pentru eficientizarea învăţării în cadrul unor astfel de activităţi, forma de organizare frontală a colectivului poate alterna cu organizarea pe grupe, în perechi sau individuală, iar învăţarea va fi adaptată în funcţie de capacitatea de înţelegere particularităţile individuale ale fiecărui elev. În lecţiile următoare cunoştinţele despre numerele fracţionare se vor îmbogăți şi cu alte elemente de conţinut. 25 / 331 La clasa a IV-a sunt abordate cu elevii următoarele aspecte: Elemente de conţinut specifice predării-învăţarii- • Formarea fracţiilor ordinare. Reprezentarea acestora prin desen evaluării fracţiilor în ciclul primar 4 • Scrierea şi citirea fracţiilor. Fracţia se poate citi în mai multe 7 moduri: 4 şeptimi, 4 supra 7, 4 pe 7, 4 părţi din 7. • Clasificarea fracţiilor ordinare, prin raportare la întreg în fracţii echiunitare, subunitare şi supraunitare • Fracţii egale/echivalente, ca fiind fracţiile care reprezintă aceeaşi parte din întreg sau din întregi de acelaşi fel • Compararea şi ordonarea fracţiilor care au acelaşi numitor sau a fracţiilor cu acelaşi numărător, mai întâi intuitiv, apoi aplicând regulile de comparare • Adunarea şi scăderea fracţiilor cu acelaşi numitor • Aflarea unei fracţii dintr-un număr. Concomitent cu parcurgerea acestor conţinuturi elevii îşi vor însuşi limbajul matematic specific temei: unitate fracţionară, fracţie, întreg, linie de fracţie, numitor, numărător, fracţii echiunitare, subunitare şi supraunitare, doime, treime, pătrime ş.a. Ordonarea pe axă a fracţiilor şi poziţionarea lor corectă faţă de numere naturale consecutive contribuie în mare măsură la perceperea ordinului de mărime al unei fracţii şi implicit la formarea conceptului de număr raţional. Aplicaţii pentru elevii • Scrie fracţia care a fost colorată pe fiecare dintre figurile următoare: ciclului primar a) b) c) • Completează axa numerelor cu fracţiile corespunzătoare: 44444 • Ordonează crescător următoarele numere: , , , , 721449 • Scrie sub forma unei sume de trei termeni următoarele numere 71799 fracţionare: ; ; . 91299 20 • Din tarta pregătită de mama, Alin a mâncat , Robert , iar Luca 88 3 parte din tartă a mai rămas? 8. Ce • Calculează cât reprezintă: 26 / 331 a) 1 din 24 de elevi; b) 3 din 145 de lei; c)7 din 162 de lalele. 359 • Lungimea unei curţi dreptunghiulare este de 60 m, iar lăţimea 3 reprezintă din lungime. Câţi metri măsoară gardul curţii? 4 1 • 3 din lungimea unei panglici roşii măsoară cât din lungimea 53 unei panglici galbene. Află lungimea celor două panglici, ştiind că împreună măsoară 28 m. nvăţări eficiente, se va avea permanent în vedere Elemente de continuitate În scopul unei î ntinuitatea firească a predării conţinuturilor specifice temei, pe parcursul de la clasele primare la cele co or două cicluri de şcolaritate, adaptând predarea la particularităţile de gimnaziale cel vârstă ale elevilor, la capacitatea lor de abstractizare: Conţinuturi însuşite în clasele Continuitatea în clasele primare gimnaziale Noţiunea de fracţie Noţiunea de număr raţional pozitiv şi negativ. Fracţii zecimale Fracţii egale (echivalente) Amplificarea şi simplificarea fracţiilor Aflarea unei fracţii dintr-un număr Calcularea numărului când se cunoaşte valoarea unei fracţii din acesta Adunarea şi scăderea fracţiilor cu Adunarea şi scăderea fracţiilor cu acelaşi numitor numitori diferiţi prin aducerea fracţiilor la acelaşi numitor. Înmulţirea şi împărţirea numerelor raţionale Fracţii supraunitare Introducerea înregilor în fracţie În concluzie, având în vedere caracterul mai abstract al conţinuturilor despre fracţii, profesorul va proiecta şi desfăşura cu elevii clasei a IV-a demersuri didactice preponderent intuitive, care vor asigura însuşirea activă, accesibilă, conştientă şi temeinică a primelor elemente despre fracţii. În clasele următoare studiul fracţiilor ordinare presupune un anumit nivel de dezvoltare a gândirii abstracte şi, prin urmare, nu mai utilizează imagini intuitive, ci introduce diferite procedee de calcul abstract. puneţi o problemă ce se rezolvă prin metoda mersului invers în care Aplicaţii și teme de reflecție 1. Com unele mărimi să fie exprimate prin numere fracţionare. 2. Alcătuiţi o fişă de evaluare sumativă pentru capitolul „Fracţii” la clasa a IV-a. Folosiţi itemi de evaluare variaţi. 27 / 331 De la fracţii ordinare la numere raţionale Metodologia predării-învăţării numerelor raţionale în ciclul gimnazial Noţiunea de număr raţional ocupă un loc central în matematica studiată în gimnaziu. După ce fac cunoştinţă cu noţiunea de fracţie în clasa a IV-a, elevii continuă studiul fracţiilor în clasa a V-a, pentru ca apoi să se facă treptat trecerea către numerele raţionale pozitive (clasa a VI-a) şi ulterior către mulţimea numerelor raţionale (clasa a VII-a). Importanţa studierii acestei teme este dată de faptul că, înţelegerea noţiunii de fracţie contribuie esenţial la formarea unor concepte conexe ce vor fi studiate ulterior: raport, proporţie, procent, probabilitate, dar şi la deprinderea unor tehnici de calcul algebric. Scopul abordării acestei teme este acela de a identifica strategii didactice eficiente pentru facilitarea procesului de formare a conceptului de număr raţional. În şcoala generală, unul dintre obiectivele generale ale matematicii este Abordări ale studiului corpului numerelor studiul mulţimilor de numere ,,, \ ,. Trecerea de la o   raţionale m ulţime de numere la alta se face treptat, urmărind în linii mari ordinea cronologică a apariţiei acestor numere de-a lungul istoriei matematicii. Există două abordări ale studiului mulţimii numerelor raţionale: →→  • calea istorică: + • construcţia sistematică a mulţimii: →→  În predarea-învăţarea numerelor raţionale la gimnaziu se urmează calea istorică. Aceasta are avantajul de a fi mai uşor înţeleasă de către elevi, fiind mai intuitivă. Construcţia sistematică a corpului numerelor raţionale: - este o construcţie riguroasă, abstractă şi deductivă; - are la bază relaţia de echivalenţă şi clasele de echivalenţă; Recomandare: Adaptaţi demersul didactic de predare a numerelor raţionale (şi reale) la nivelul de înţelegere intuitiv al elevului de gimnaziu. Nu demonstrarea regulilor de calcul este esenţială ci deprinderea acestora. În predarea-învăţarea noţiunii de număr raţional, trecerea de la concret la abstract implică 3 etape succesive: • Ilustrarea noţiunii; • Verbalizarea noţiunii; • Abstractizarea noţiunii. 28 / 331 Ilustrarea noţiunii • Presupune utilizarea de reprezentări grafice pentru o percepere „vizuală” a conceptelor; • constituie o etapă de observare; • determină o înţelegere intuitivă a ceea ce se predă. Exemplu: Pentru introducerea conceptului de fracţii echivalente este indicat să utilizaţi cât mai multe reprezentări grafice, astfel încât elevul să intuiască definiţia acestora. Prin desen elevul va putea observa mai bine faptul că, deşi forma de scriere a fracţiilor echivalente diferă, ele reprezintă aceeaşi „cantitate”, (au aceeaşi valoare) – porţiunea haşurată în desene fiind identică. Utilizând elementul vizual se pot construi şi contraexemple: Elevii pot observa uşor din desene că, o jumătate din cercul mic nu este „egală” cu o jumătate din cercul mare. deşi scrierea este identică. Cele 1 două porţiuni haşurate se scriu sub formă de fracţie ca , dar semnificaţia 2 diferă, deoarece întregii nu sunt identici. Tot în etapa de ilustrare se pot corecta anumite erori tipice pe care le fac elevii. Una dintre acestea este legată de confuzia între operaţia de amplificare a fracţiei şi cea de înmulţire a fracţiei cu un întreg. 2) 1 21 2⋅ = ⋅ 2224= 1 21 2⋅ = 21⋅= 222 = Ilustrarea grafică a celor două operaţii poate conduce la o mai bună 29 / 331 înţelegere a diferenţei dintre cele două operaţii. a) amplificarea conduce la fracţii echivalente: 1 b) Dublul fracţiei formează un întreg. 2 Verbalizarea noţiunii • Presupune o comunicarea orală şi/sau scrisă şi utilizarea terminologiei matematice specifice; • conduce la fixarea şi înţelegerea notaţiilor şi definiţiilor; • reprezintă o verigă importantă în învăţarea noţiunilor abstracte. Exemplu: Fracţiile echivalente se obţin prin operaţiile de amplificare şi simplificare. După etapa de vizualizare/ilustrare cereţi elevilor să descrie în cuvinte operaţiile pe care le efectuează la numitorul şi la numărătorul fracţiei date. Mulţi elevi întâmpină dificultăţi în calculul cu fracţii zecimale. Este recomandat ca regulile de efectuare ale operaţiilor să fie verbalizate pas cu pas. La un calcul de tipul2,1456 1000⋅ sugeraţi elevilor să explice oral fiecare etapă: „număr zerourile apoi deplasez virgula spre dreapta peste trei cifre, iar rezultatul este 2145,6”. 30 / 331 Abstractizarea noţiunilor • Presupune trecerea la notaţii şi operarea cu simboluri; • conduce la formarea de corelaţii, deducţii şi operaţii logice; • necesită un efort de gândire superior, dar se axează pe etapele anterioare. După ce înţelegerea intuitivă a noţiunilor fundamentale s-a realizat prin primele două etape, elevul va deprinde tehnicile de calcul şi va realiza operaţii cu numere raţionale în lipsa unui suport vizual. Recomandări metodologice: - În compararea fracţiilor ordinare porniţi de la exemple intuitive, pentru ca apoi sa intervină procesul de abstractizare şi generalizare al conceptelor; - Folosiţi reprezentări grafice sugestive pentru ca elevii să poată observa mai uşor relaţia dintre anumite fracţii şi un întreg. - Ghidaţi elevii să descopere „singuri” clasificarea fracţiilor prin raportare la întreg şi regulile de comparare a două fracţii care au acelaşi numitor sau acelaşi numărător; - Formulaţi întrebări prin care să conduceţi elevii către definiţiile pentru fracţiile: subunitare, echiunitare şi supraunitare, de exemplu: „ce relaţie de ordine se poate observa vizual între cantităţile de pizza raportate la întreaga pizza?”, „cum putem scrie matematic relaţia de ordine dintre cele trei tipuri de fracţii?” - Introduceţi definiţiile pentru fracţiile subunitare, echiunitare şi supraunitare pornind de la observaţiile cu privire la relaţia dintre numitori şi numărători şi „traducerea” denumirilor. Exemplu: Introducerea regulii de adunare a fracţiilor cu numitori diferiţi se poate realiza în câteva etape: Ilustrare-observare: cereţi elevilor să reprezinte grafic fracţiile pe care trebuie să le adune. Solicitaţi-le să împartă întregul/întregii în acelaşi număr de părţi egale. Verbalizare: cereţi elevilor să exprime verbal regula observată în exemplul studiat: „pentru a aduna fracţiile date, a fost necesară împărţirea întregului în acelaşi număr de părţi egale.” Abstractizare-generalizare: formulaţi împreună cu elevii regula de adunare a fracţiilor care au numitori diferiţi. Propuneţi apoi exemple de 31 / 331 sume în care fracţiile termen nu sunt uşor de reprezentat grafic şi introduceţi metoda de determinare a numitorului comun cu ajutorul celui mai mic multiplu comun al numitorilor. Pentru ca procesul de predare-învăţare-evaluare al fracţiilor să fie cât mai atractiv pentru copii, el trebuie adaptat particularităţilor de vârstă ale acestora şi în acelaşi timp, el trebuie să valorifice experienţa lor de viaţă. ăr raţional la elevul de gimnaziu reprezintă Aspecte metodologice ale Formarea conceptului de num un proces complex, axat pe exersare şi înţelegere, care se realizează treptat predării-învăţării noţiunii i în concordanţă cu caracteristicile psiho-genetice ale elevilor. de fracţie şi număr raţional ş Recomandări: 1. Oferiţi elevilor contexte potrivite şi timp suficient pentru înţelegerea noţiunii de fracţie. Nu grăbiţi trecerea către operaţiile cu fracţii dacă elevii nu şi-au însuşit noţiunile despre numerele cu care vor opera! 2. Selectaţi analogii familiare elevilor în predarea noţiunilor legate de fracţii. Folosiţi cât mai multe exemple concrete, din viaţa cotidiană pentru a facilita înţelegerea noţiunilor! 3. Folosiţi materiale didactice diverse şi fiţi creativi în selectarea şi realizarea acestora: planşe, scheme, fişe de lucru etc. 5. Alegeţi contexte problematice adaptate vârstei şi preocupărilor elevilor! Implicaţi-i în activităţi practice de desenare, clasificare, decupare, măsurare, observare a noţiunilor cu care operează! 6. Insistaţi ca elevii să facă calculele în scris, de exemplu atunci când fac transformările din fracţii ordinare în fracţii zecimale! 7. Cereţi elevilor să verbalizeze regulile de calcul cu numere raţionale! 8. Nu uitaţi că elevilor le place jocul didactic! 9. Utilizaţi metode moderne pentru dezvoltarea creativităţii! 10. Solicitaţi elevilor să ofere şi ei exemple concrete! Pentru gimnaziu, în proiectarea temelor pentru acasă aveţi în vedere Idei de teme pentru acasă atarea diferenţiată a acestora, pentru a motiva atât elevii cu stimulative pentru elevi vedere tr dificultăţi în învăţare cât şi pe cei care au potenţial matematic, în ideea de a le trezi curiozitatea şi de a le stimula creativitatea. În alegerea itemilor pentru temă se va urmări în primul rând formarea deprinderilor de bază în lucrul cu numere raţionale, proporţii, procente, punându-se accentul pe o diversitate de probleme în care apar aceste noţiuni. Sugestii de teme pentru acasă care pot fi atractive pentru elevi: a) Realizarea unui proiect (pe coală de flipchart sau în Power Point) legat de numărul de aur, cu titluri incitante, de genul: „Numărul de aur în artă”, „Numărul de aur în muzică”, „Numărul de aur şi corpul omenesc”. Pentru ca elevii să realizeze proiecte originale şi bine documentate, profesorul va formula cerinţe specifice pentru fiecare temă, va oferi orientativ o structură a proiectului şi obligatoriu o scurtă bibliografie. 32 / 331 Evaluarea proiectelor se va face pe baza unei grile de evaluare, pe care profesorul o face cunoscută elevilor, care va fi raportată la nişte standarde calitative legate de: conţinut, design şi prezentare. Cel mai important câştig al acestui tip de temă este implicarea activă a elevului într-o activitate individuală sau de grup în care trebuie să: cerceteze şi să se documenteze, să sintetizeze, să proiecteze şi să prezinte o anumită lucrare. b) Pentru învăţarea noţiunilor de vocabular se poate propune ca temă realizarea sau rezolvarea unui aritmogrif/rebus matematic, în care, de exemplu, pe verticală să se completeze numele unui matematician. Astfel, elevul va trebui să caute noţiuni matematice conexe temei care încep cu o anumită literă şi să prezinte şi definiţiile acestora. c) Realizarea unei broşuri de prezentare a unei oferte de achiziţie a unui produs, în care elevul să folosească cel puţin 5 calcule cu procente. În concluzie, predarea-învăţarea numerelor raţionale este favorizată de respectarea parcurgerii drumului de la acţiune la simbolizare. Acţiunea concretă este urmată de reprezentarea prin desen, reprezentarea fiind urmată de scrierea simbolică a fracţiei (rezultatul acţiunii efectuate). Dacă elevii reuşesc să-şi însuşească conştient, încă din faza intuitivă, esenţa fracţiilor ordinare şi în mod deosebit, semnificaţia termenilor ei, atunci se aduce o contribuţie substanţială la înlăturarea pericolului pe care îl reprezintă formalismul în predarea pe diferite trepte ale învăţământului a fracţiilor ordinare, evitându-se greşelile tipice care pot apărea la clasele mai mari. roiectaţi un joc didactic de 15-20 minute pentru unitatea de învăţare Aplicaţii și teme de reflecție 1. P „Operaţii cu fracţii zecimale finite”. 2. Gândiţi şi propuneţi un set de planşe didactice care pot veni în sprijinul învăţării numerelor raţionale. 3.Identificaţi minimim trei softuri educaţionale pentru tema dată, pe care le-aţi putea folosi în activităţile de învăţare. 33 / 331 Dependențe funcționale și funcții, modalități de reprezentare și de utilizare a lecturilor grafice (analiza matematică). Aplicații în geometria analitică. Funcția – noțiunea care ocupă un loc central în matematică. Există o explicație pentru faptul că în programa de matematică dependențele funcționale, relațiile și funcțiile ocupă mai mult de 50%. Existența noastră este guvernată de un ansamblu de corespondențe, funcții și dependențe diverse. Acest ansamblu este închegat pe baza unor multiple legături între elementele și/sau procesele sale. În vorbirea curentă cuvântul funcție este deseori utilizat: „Voi ajunge la timp în funcție de aglomerația din trafic”. Prin urmare domeniul teoretic vast al funcțiilor, se suprapune convenabil cu un domeniu vast real – fizic în care găsim aplicații. ndiferent de stilul de învățare al elevului, impactul unui material vizualizat este Lecturi grafice – I sențial. Dincolo de faptul că poate surprinde, acesta poate fi reținut mai ușor (în rolul lor în e otalitate sau parțial), este plăcut și facil de urmărit, imaginea (reprezentarea) transmiterea t pectivă transmite un mesaj, transmite date, transmite informații. Important este informațiilor res faptul că, dacă ne facem strategii de perspectivă, trebuie să pregătim terenul încă din clasele mici. Ca urmare, le vom solicita elevilor să spună ce mesaje consideră că transmit reprezentările expuse. Să urmărim doar câteva exemple pentru gimnaziu: • clasa a V-a - Reprezentare pe axa numerelor (numărul mai mare se află în dreapta celui cu care este comparat) O . . . 0 1 2 48 49 50 - Compararea fracțiilor (se observă ușor valoarea mai mare, precum și diferența dintre cele două valori) 23 4 8 • clasa a VI-a - Elemente de organizare a datelor. - Rezultatele unui test la matematică. 34 / 331 Nota 4 5 6 7 8 9 10 Nr. elevi 0 7 6 8 6 2 1 - Afișarea situației cu privire la înscrierea pentru tipurile de sport din programul de școală. 0 4nA - atletism 30 r B - baschet 20 V - volei F - fotbal 10 T - tenis 0A B V F T Sportul practicat • clasa a VII-a - Compararea patrulaterelor. ătratul și dreptunghiul R ombul și paralelogramul P • clasa a VIII-a - Modificarea volumului unui corp în funcție de modificarea unei dimensiuni. 3h 2h h înălțime h 2h 3h volum 12π ? ? 35 / 331 Dacă lectura se aplică într-o oră de recapitulare sau sistematizare de cunoștințe, putem să utilizăm Brainwriting. Tehnica pentru care stabilim noi parametrii (ex: 3/3/5) este asemănătoare brainstorming- ului. Ideile însă, se scriu pe foi de hârtie care circulă între participanţi, şi de aceea se mai numeşte şi metoda brainwriting. Tehnica va avea parametri 3/3/5 pentru că există: 3 membri în grupul de lucru, fiecare grup notează pe o foaie de hârtie câte 3 soluţii, respectiv informații sugerate de imaginea prezentată, timp de 5 minute. Noțiunea este forma pe care o capătă un element al cunoașterii științifice. Definirea noțiunii de atematica evidențiază noțiuni, propoziții și demonstrații. Asigurarea rigorii funcție M trebuie realizată pentru oricare dintre acestea în mod gradat, coerent și accesibil; orice dezechilibru poate avea ca efect deplasarea înțelegerii spre memorare mecanică. Însă matematica poate și trebuie să dea definiții. În acest sens profesorului îi revin anumite sarcini formative: • să creeze toleranță față de definiții; • să stopeze temporar (dacă și când este cazul) efortul definitoriu; • să permită definiții echivalente pentru aceeași noțiune; • să evidențieze necesitatea și utilitatea definițiilor; • să formeze deprinderi de a lucra cu definiții; • să edifice criterii de corectitudine a definițiilor. Să ne gândim doar la numărul real. Suntem toți de acord că el trebuie să aibă o definiție în clasa a VII-a și alta în clasa a XI-a. Pe de altă parte suntem uneori în situații ambigue. Cazul înălțimilor unui triunghi: segmente sau distanțe? În definiția unei noțiuni se menționează însușiri esențiale ale unei categorii de obiecte. Se vorbește astfel despre conținutul și sfera noțiunii. Conținutul se realizează prin abstractizare. Forma logică prin care se reflectă totalitatea obiectelor la care se referă noțiunea constituie sfera acesteia, iar constituirea ei se face, mai ales, prin generalizare. În cadrul matematicii sunt cinci modalități distincte de a defini o noțiune, și anume: • prin sistem axiomatic (semiformalizat); • prin gen proxim și diferență specifică; • enumerarând obiectele din sferă; • prin desfacerea noțiunii pe componente; • prin factorizare. Credem că metoda cea mai potrivită pentru a defini o noțiunea de funcție, este desfacerea acesteia pe componente. Prin urmare putem pleca cu „tripletul (A, B, f)” unde A și B sunt mulțimi iar f este o relație . . . etc. După care facem precizări pentru mulțimea A: denumire, rol, unde regăsim elementele ei în reprezentările geometrice. Apoi pentru mulțimea B. După care ne ocupăm de relație (f ). Profesorul poate provoca elevii la un joc de rol. Cu trei „personaje”. Axa Ox, axa Oy și o anumită corespondență. Funcția să fie, de exemplu, , RRf→: 1)(2−1)(xxg−= =xxf sau RRg→ :, 2. Va fi extrem de util pentru a preciza caracteristici determinante, și cum se vede de către fiecare personaj. Iar dacă le „punem în scenă” pe amândouă, elevii vor putea face observații foarte 36 / 331 interesante și utile. Sau într-o altă etapă din capitol, distribuim altfel rolurile: axa Ox, funcția f și funcția g. Investigația este una dintre metodele care se utilizează frecvent la orele de matematică, mai ales în ciclul liceal. Oferă posibilitatea elevului de a aplica în mod creativ cunoștințele însușite, în situații noi și variate, pe parcursul unei ore sau a unei succesiuni de ore de curs. Această metodă presupune definirea unei sarcini de lucru cu instrucțiuni precise, înțelegerea acesteia de către elevi, apoi trecerea la rezolvarea propriu-zisă. Investigația oferă posibilitatea elevului de a se implica activ în procesul de învățare, realizând permanent integrări și restructurări în sistemul operațional propriu, ceea ce conferă cunoștințelor un caracter operațional accentuat. Utilizarea Spre exemplu: S )12(log−xa> ă se rezolve inecuația 1 utilizând proprietățile proprietăților și a funcției logaritmice (cu un a real pozitiv, precizat). graficelor de funcții în rezolvarea unor P esorul urmărește anumite elemente esențiale: inecuații rof • înțelegerea și clarificarea sarcinii de lucru; • identificarea procedeelor pentru a obține informațiile dorite; • organizarea datelor/informațiilor necesare; • formularea și testarea unor ipoteze de lucru; • motivarea opțiunii pentru metoda folosită; • scrierea/prezentarea demersului procedural și a rezultatelor investigației. Pentru exemplul ales, sunt două variante de abordare. Elevii pot enumera tot ceea ce știu despre funcția logaritmică, după care selectează relațiile utile în acest caz. Apoi aplică pentru membrul stâng al inegalității și vor obține soluția. De asemenea, pot folosi reprezentarea grafică a funcției logaritmice și vor citi de acolo intervalul valorilor pentru 2x-1, după care imediat determină intervalul de valori corespunzătoare pentru x. Se poate proceda la fel și pentru inecuații exponențiale, inecuații trigonometrice (în care apar atât funcții trigonometrice directe cât și inverse). În practica didactică, se acceptă, conform unor studii, că elevul reține: • 10% din ceea ce citește; 37 / 331 • 20% din ceea ce aude; • 30% din ceea ce vede și aude în același timp; • 80% din ceea ce spune; • 90% din ceea ce spune, făcând un lucru la care reflectează şi care îl interesează. Aşadar, învăţarea devine eficientă doar atunci când elevul este interesat și activ. Din acest motiv se recomandă profesorului să organizeze frecvent situații de învățare activă. și a XII-a, elevii au acumulat experiență în procesul de instruire Aplicabilitate în alte În clasele a XI-a la o serie de discipline. Este perioada în care proiectăm instruierea astfel încât să domenii și în situații ntensificăm activitatea de învățare a elevului în mod conștient. Spre exemplu practice reale. i ne putem opri asupra disciplinelor/domeniilor în care au aplicabilitate dependențele funcționale, relațiile, funcțiile. Utilizăm una dintre metodele ciorchine sau arbore. Putem împărți clasa în 3 grupe și atribuim fiecăreia o direcție de abordare. O grupă va configura ciorchinele, prin prisma prezenței funcțiilor la discipline (detaliat capitole) studiate la școală, altă grupă se va ocupa de alte domenii (fie și economice, sociale), apoi o grupă va căuta activități și situații practice reale (grupate eventual pe categorii) unde au aplicabilitate funcțiile, sau se folosesc proprietăți ale acestora. Desigur, ciorchinele primei grupe o să fie mai simplu. Să nu uităm că structura lui depinde și de profilul clasei. Funcții Matem Fizică Chimie TIC Biologie Grupa a doua și a treia vor avea nevoie de o perioadă de documentare și de cercetare. Din acest punct de vedere activitatea trebuie bine plasată în programul elevilor. În funcție și de ceea ce avem sau nu avem la dispoziție în sala de clasă activitatea poate fi anunțată la sfârșitul orei și rămâne ca temă, finalizarea ei făcându-se peste 2-3 zile. Având în vedere aria largă de aplicabilitate, nu este greu să găsim exemple de situații reale și să problematizăm. • Exemplul 1: Bunicul îmi permite să-mi aleg o parcelă în grădina lui de zarzavat, pentru a deschide o mică pepinieră. Dar dorește să o îngrădesc, îmi 38 / 331 oferă și gardul necesar, care are lungimea de 36 metri. Mă interesează să am o suprafață cât mai mare. Ceea ce caut este să determin dintre toate terenurile de formă dreptunghiulară, având perimetrul de 36 metri, care este cel cu aria maximă. Pașii de rezolvare ai exemplului sunt următorii: - notăm dimensiunile care ne interesează; - scriem relațiile cunoscute (perimetrul în acest caz); - scriem relația care ne interesează și definim o funcție corespunzătoare acestei relații; - căutăm maximul acestei funcții, în condițiile date; - determinăm dimensiunile pentru care se atinge acest maxim. • Exemplul 2. Pentru a ridica o încărcătură cu masa de 2400 kg, se utilizează o macara (se asociază cu o pârghie de ordinul I) la care este n=8 ori mai Fb mare decât Rb. Care trebuie să fie valoarea forței active pentru ca pârghia să rămână în echilibru pe orizontală? RbFb R F Procedăm la fel ca la exemplul 1, iar pentru funcție alegem un domeniu de definiție, astfel încât să conțină și valoarea care mă interesează, dar să fie și un domeniu viabil d.p.d.v. practic. ([). Valorile ] RbxfRfR= → )(,10000;500: bF+ funcției vor fi valorile pe care trebuie să le aibă forța activă. Se are în vedere legea pârghiilor (cunoscută de la fizică): raportul forțelor este egal cu raportul invers al brațelor. R este mg și pentru că g este constantă cunoscută (accelerația gravitațională) ceea ce se poate modifica este masa încărcăturii. Din acest motiv domeniul de definiție este un interval de valori de masă, începând cu 500 kg și până la 10 000 kg. Astfel putem să calculăm valoarea forței active pentru încărcături de mase diferite. Să spunem câteva cuvinte despre metodele amintite aici. Ciorchinele – reprezintă o tehnică eficientă de predare și învățare care încurajează elevii să gândească liber și deschis. Este o variantă mai simplă a brainstorming- ului; presupune identificarea unor conexiuni logice între idei. Se pleacă de la un cuvânt/temă în centrul tablei sau al unei foi de hârtie. Elevii vor nota toate ideile legate de acest cuvânt sau temă și le vor „lega” prin linii de cuvântul inițial, sau de alte idei scrise cu care par a fi conectate. Activitatea se oprește când s-au 39 / 331 epuizat ideile sau timpul alocat. Apoi se trece la etapa de reflecție asupra „ciorchinelui”, iar elevii vor fi ghidați să grupeze informațiile în funcție de anumite criterii. Problematizarea - dă posibilitatea elevului de a-și forma abilități de abstractizare, de conceptualizare, raționament și interpretare prin tratarea unor situații-problemă, sau prin asocierea unor situații-problemă la situații reale. 1. Simetrii ale reprezentărilor graficelor de funcții. Aplicaţii și teme de reflecție 2. Să analizeze cum se modifică soluțiile unei probleme, dacă sunt modificate date din ipoteză. 40 / 331 Măsurare şi măsură (construcţii geometrice, etaloane neconvenţionale) Predarea-învăţarea unităţilor de măsură în clasele primare Măsurarea reprezintă rezultatul trecerii de la compararea directă şi holistică a caracteristicilor obiectelor, aşa cum sunt ele percepute, la aprecierea lor după rezultatele comparării acestora cu un etalon. Activitatea de măsurare este realizată cu uşurinţă de către şcolarii mici, această activitate putând fi folosită pentru a motiva elevilor apariţia numerelor şi a primelor noţiuni matematice. Rezultatul măsurării se exprimă totdeauna printr-un număr concret. Numere concrete şi numere • Numerele concrete se obţin ca rezultat al măsurării lungimii, abstracte v olumului, masei obiectelor concrete, a spaţiului sau timpului, ori ca rezultat al numărării obiectelor concrete (exemplu: 3 m, 5 kl, 7 ani, 4 mere). • Un număr care nu este urmat de denumirea unităţii de măsură se numeşte număr abstract (exemplu: 3, 5, 12). Din perspectivă metodică, predarea-învăţarea unităţilor de măsură şi a operaţiilor de măsurare la ciclul primar va avea un accentuat caracter intuitiv şi se va fundamenta pe o practică activă în clasă, dar şi în afara clasei. Măsurarea unei mărimi oarecare înseamnă a compara această mărime cu o alta, luată ca unitate de măsură sau etalon. Tipuri de etaloane utilizate • Etaloane neconvenţionale (nonstandard) pentru măsurare de către • Etaloane convenţionale şcolarii mici Etaloane neconvenţionale • Înţelegera măsurării şi utilizarea unităţilor de măsură nu implică (nonstandard) i ntroducerea imediată a unităţilor standard. Primele măsurători pe care şcolarii le vor efectua în clasele mici vor fi cu etaloane neconvenţionale (exemple: palma, degetul, pasul, creionul, ceaşca, paharul, masa unei bile, a unui caiet, clepsidra ş.a.). Aceste etaloane vor fi utilizate în cadrul unor activități didactice în care se pune un accent important pe caracterul participativ al elevilor. Sunt unităţi de măsură alese aleator dintre obiectele familiare, uzuale ale elevului. • Realizarea de măsurători cu astfel de instrumente este deosebit de importantă pentru a forma în rândul elevilor noţiunea de cuprindere, de raport (se măsoară volumul unei sticle cu un pahar sau lungimea unei sfori cu un creion). • Etaloanele neconvenţionale sunt utilizate cu scopul de a-l familiariza pe elev cu activitatea de măsurare, care implică mai multe etape: apreciere, măsurare, numărare şi verificare. 41 / 331 Etaloane convenţionale • Necesitatea folosirii unităţilor standard (convenţionale conform S.I.) va (standard) f i descoperită de către elevi în urma măsurării unui obiect cu etaloane neconvenţionale (exemplu: măsurarea lungimii sălii de clasă cu pasul de către mai mulţi copii şi obţinerea unor rezultate diferite). • Introducerea noţiunilor de metru, kilogram, litru, a monedelor şi bancnotelor se va realiza prin cunoaşterea lor intuitivă. • Recomandăm ca o parte dintre instrumentele standard utilizate de elevi pentru diferite măsurători să fie construite de ei înşişi, sub îndrumarea profesorului. Astfel, la clasa a III-a, elevii pot confecţiona metrul liniar din bandă de hârtie, pe care îl vor împărţi în decimetri, un decimetru în centimetri, un centimetru în milimetri. Familiarizându-se în acest fel cu metrul ca instrument de măsură, vor putea să realizeze mai uşor estimări ale lungimii unor obiecte. Sistemul Internaţional de unităţi (S.I.) este un sistem simplu şi coerent, raţional structurat, având o largă aplicabilitate în toate domeniile. Pe parcursul claselor primare, studiul unităţilor de măsură se bazează pe principiul repartiţiei concentrice a conţinuturilor începând cu măsurări folosind etaloane neconvenţionale şi terminând cu exerciţii de transformare folosind multiplii şi submultiplii unităţilor principale. Curriculum-ul pentru clasele primare prevede studierea următoarelor Unităţi de măsură studiate nităţi de măsură, cu multiplii şi submultiplii acestora: în clasele primare u • Unităţi de măsură din sistemul metric: - Unităţi de măsură pentru lungimi - Unităţi de măsură pentru volum (capacitate) - Unităţi de măsură pentru masa corpurilor. • Unităţi de măsură pentru timp • Unităţi monetare pentru măsurarea valorii Amintim aici relaţiile dintre unităţile aparţinând sistemului metric: 1dm3 de apă distilată, la temperatura de 4 grade Celsius şi presiunea de 760mm coloană de mercur, are masa de 1 kg şi volumul de 1 litru. (Aceste aspecte teoretice nu se abordează cu elevii!) În continuare vom prezenta câteva aspecte de ordin metodologic specifice predării-învăţării-evaluării mărimilor, fundamentale la clasele primare. entru familiarizarea elevilor cu unităţile de măsură pentru lungimi şi a Măsurarea lungimii P operaţiilor cu acestea este necesară respectarea unor reguli în procesul de predare-învăţare: • utilitatea măsurării lungimilor şi necesitatea folosirii unităţii standard; • multitudinea formelor în care se găseşte metrul, ca instrument de măsură: metrul-bară sau metrul-liniar, metrul segmentat sau metrul de tâmplărie, metrul-ruletă, metrul de croitorie; • elevii trebuie să conştientizeze caracterul unic al dimensiunii metrului peste tot în lume; • este neapărat necesar antrenamentul elevilor de a măsura lungimi din mediul apropiat prin manipularea instrumentelor de măsură adecvate (metrul şi rigla gradată) prin exerciţii de apreciere, măsurare şi verificare a aprecierilor făcute; 42 / 331 • se demonstrează utilitatea efectuării măsurătorilor, folosind ca unităţi multiplii şi submultiplii metrului şi se accentuează ideea că multiplii şi submultiplii consecutivi se află într-un raport unitar; • rezolvarea de probleme practice, inclusiv din categoria celor cu conţinut geometric, ce impun măsurarea efectivă a mărimii laturilor unor construcţii geometrice. Pentru formarea conceptului de volum vor fi parcurse la clasă următoarele Măsurarea etape: volumului/capacităţii vaselor • compararea vaselor şi sortarea acestora prin măsurare directă cu diferite etaloane (exemplu: pahar, ceaşcă, sticlă de 1 l); • măsurarea volumului a două vase de aceeaşi mărime, dar cu formă diferită (exemplu: o sticlă de 1 l şi un cub cu latura de 1 dm); • introducerea unităţii pentru măsurat capacitatea (litrul), precum şi multiplilor şi submultiplilor acestuia; • rezolvarea de exerciţii şi probleme practice, folosind unităţile de măsură pentru capacitate; • utilizarea unor elemente de logică pentru rezolvarea unor probleme de volum (exemplu: Cum măsurăm 3 l de apă având la dispoziţie un vas de 6 l şi unul de 5 l ?) Pentru înţelegerea conceptului de masă elevii parcurg, prin acţiune directă, Măsurarea masei rmătoarele etape: corpurilor u • observarea corpurilor cu mase diferite; • estimarea şi compararea masei a două corpuri prin susţinerea directă în mâini a acestora; • compararea masei unor corpuri cu ajutorul balanţei; • exerciţii de sortare a corpurilor în ordinea crescătoare a masei lor; • exerciţii de conservare a masei folosind obiecte cu aceeaşi masă care îşi pot schimba uşor forma (exemplu: plastilină, pungi cu făină sau mălai); • măsurarea masei diferitelor obiecte cu unităţi nonstandard şi necesitatea introducerii unităţilor standard, a multiplilor şi submultiplilor; • aplicaţii în exerciţii şi probleme întâlnite în viaţa reală. Unităţi de măsură pentru • Predarea-învăţarea unităţilor de timp trebuie să se facă astfel încât să se timp apeleze preponderent la mijloace intuitive (exemplu: ceas, calendar, banda timpului) şi să se lege în permanenţă de experienţa zilnică al elevului şi de plasarea în timp a unor evenimente din viaţa acestuia. • Exerciţiile practice se pot concretiza în confecţionarea unui ceas din carton şi citirea acestuia, construirea unei părţi dintr-un calendar şi selectarea unor date calendaristice importante, confecţionarea unei benzi a timpului si marcarea pe bandă a timpului desfăşurării unor evenimente. • Prima unitate de timp studiată este ora, legând-o de diferite acţiuni şi evenimente a căror durată se măsoară în ore (exemplu: timpul petrecut la cursuri). 43 / 331 • Activităţile didactice desfăşurate pentru înţelegerea unităţilor de măsură pentru timp mai mari şi mai mici decât ora vor urmări ideea de succesiune. Noţiunea de valoare. • Înţelegerea conştientă a noţiunii de valoare începe cu procesul intuitiv Predarea-învăţarea de cunoaştere a banilor sub formă de monede şi bancnote. Acestea unităţilor monetare re prezintă un echivalent general al tuturor celorlalte mărfuri, un instrument general al schimbului. • Activităţile desfăşurate trebuie să aibă un pronunţat caracter practic, de manipulare a monedelor şi bancnotelor; elevii vor simula situaţii reale din viaţa cotidiană (exemplu: calcularea costului cumpărăturilor imaginare şi a restului primit, schimburi echivalente a unor bancnote) • Unitatea principală cu care elevii vor fi familiarizaţi va fi cea românească (leul), precum şi cea europeană (euro). redarea concentrică a unităţilor de măsură pe parcursul şcolarităţii asigură Elemente de continuitate P mbogăţirea conţinuturilor predate la clasele primare cu unele noi, abordate de la clasele primare la cele î gimnaziale de curriculum-ul pentru gimnaziu. Conţinuturi însuşite în clasele Continuitatea în clasele primare gimnaziale Unităţi de măsură pentru lungime Unităţi de măsură pentru arie (metrul) (metrul pătrat) Unităţi de măsură pentru volum (metrul cub) Submultiplii unităţilor metrice Familiarizarea cu conceptul de număr zecimal Conceptul de volum Calcului volumului unor corpuri spaţiale Lungimea, masa, timpul Elemente de mecanică (fizică) Formarea capacităţii de a utiliza corect unităţile de măsură dezvoltă în rândul elevilor precizia, exactitatea şi rigurozitatea în raţionament, gândirea divergentă şi operaţională. lcătuiţi un tabel pe care să îl folosiţi la clasă pentru a sintetiza Aplicaţii și teme de reflecție 1. A conţinuturile despre unităţile de măsură pentru masa corpurilor. 2. Compuneţi o problemă de geometrie pentru rezolvarea căreia elevul trebuie să efectueze trei transformări ale unităţilor de măsură. 44 / 331 Măsurare şi măsură (construcţii geometrice, etaloane neconvenţionale) Specificul predării-învăţării unităţilor de măsură în matematica de gimnaziu Studiind din punct de vedere etimologic, termenul de geometrie (geo-pământ, metros-măsurare) include ideea de măsurare. Astfel, studiul geometriei elementare debutează în gimnaziu, în clasa a V-a, cu un capitol dedicat măsurării şi unităţilor de măsură. Mărimile asociate figurilor geometrice stabilesc o conexiune între matematică şi fizică, deoarece studiul unităţilor de măsură se continuă şi se aprofundează începând cu clasa a VI-a la disciplina fizică. Scopul abordării acestei teme este acela de a crea o viziune de ansamblu asupra rolului pe care îl are studiul unităţilor de măsură în înţelegerea geometriei elementare. În studiul temei „Măsurare şi măsură” se pot distinge trei niveluri de Abordarea didactică a temei complexitate: • nivelul intuitiv-experimental; • nivelul raţional neformalizat; • nivelul axiomatic formalizat. Nivelul intuitiv-experimental corespunde cu aproximaţie claselor I-V, când elevii operează cu obiecte concrete şi ajung să-şi formeze un fond de reprezentări necesare etapei a II-a, când se face trecerea la raţionamente geometrice. În această etapă elevii: - realizează măsurători directe de lungimi pentru obiecte familiare; - calculează arii şi perimetre pentru pătrat şi dreptunghi; - calculează volumul cubului şi al paralelipipedului dreptunghic; - exprimă măsurătorile în unităţile de măsură corespunzătoare; - efectuează transformările convenabile ale unităţilor de măsură; - observă intuitiv unele proprietăţi ale lungimilor, ariilor şi volumelor (de exemplu proprietatea de aditivitate). Nivelul raţional neformalizat corespunde claselor VI-VIII, când se consolidează noţiuni precum aria unor suprafeţe şi volumul corpurilor. În această etapă elevii: - operează cu formule algebrice pentru calculul unor arii şi volume; - pot realiza demonstraţii ale unor formule şi rezultate acceptate intuitiv; - cunosc proprietatea că lungimile, ariile şi volumele se exprimă prin numere reale strict pozitive şi că aceste numere asociate figurilor şi corpurilor geometrice sunt unic determinate; - pot calcula aria unui patrulater prin descompunerea acestuia în suprafeţe triunghiulare, folosind proprietatea de aditivitate. Nivelul axiomatic-formalizat este mai puţin reprezentat în curriculumul pentru nivelul preuniversitar. 45 / 331 În clasa a V-a elevul se familiarizează cu instrumentele de măsură din trusa de geometrie, pe care învaţă să le utilizeze, atât pentru a efectua măsurători cât şi pentru a construi figuri geometrice simple. Utilizarea intrumentelor de măsură pentru lungime contribuie pe de o parte la formarea deprinderii de a efectua măsurători corecte şi pe de altă parte la dezvoltarea abilităţilor de calcul cu fracţii zecimale, care derivă din aceste măsurători. Dacă pentru celelalte unităţi de măsură studiate în clasa a V-a se poate face Introducerea noţiunilor de pel la cunoştinţele deja însuşite de elevi în clasele primare, în cazul arie şi volum la clasa a V-a a unităţilor de măsură pentru arie şi volum este recomandat să se pornească de la exemple concrete. Exemple de activităţi de învăţare: • Se pot desena pe tablă diferite figuri geometrice şi se poate solicita elevilor să observe care dintre figurile desenate ocupă o suprafaţă mai mare De aici concluzia că suprafaţa delimitată de diferitele figuri geometrice este o proprietate măsurabilă a acestora şi deci i se poate asocia o unitate de măsură. • Se poate cere elevilor, înainte de a introduce unităţile de măsură pentru arie, să aducă fiecare câte o frunză. Este evident că fiecare frunză are o anumită suprafaţă. Întrebarea este: Putem compara „cu cât” sau „de câte ori” este mai mare sau mai mică suprafaţa unei frunze faţă de altă frunză? Cerem elevilor să găsească o modalitate pentru a putea răspunde la această întrebare. Dacă nu obţinem un răspuns mulţumitor sugerăm elevilor că putem desena, pe o foaie de matematică, conturul frunzei şi apoi să încercăm să numărăm pătrăţelele din interiorul acestui contur. Pornind de aici, sugerăm ideea că etalonul pentru calculul ariei este un pătrat. Mai mult, putem aminti că aceeaşi metodă a fost utilizată de către Arhimede pentru a determina aria suprafeţelor mărginite de linii curbe şi de asemenea, această metodă stă la baza unei noţiuni foarte importante, pe care o vor învăţa la liceu, integrabilitate. • Se pot folosi diferite obiecte aflate la îndemână: caiete, cărţi, bancă, tablă, catedră şi se pot formula cerinţe de tipul „De câte ori se cuprinde suprafaţa unui caiet în suprafaţa tablei sau a catedrei?” • Pornind de la exemple concrete, se va introduce şi noţiunea de volum, ca unitate de măsură a locului pe care un corp îl ocupă în spaţiu. tapa de învăţare intuitiv-experimentală specifică şi clasei a V-a este Sugestii metodologice În e indicat să fie atinse câteva obiective care să faciliteze trecerea către etapa pentru predarea-învăţarea de raţionalizare: noţiunilor de arie şi volum în gimnaziu • Utilizarea terminologiei adecvate: suprafaţă, arie, volum; • Efectuarea de măsurători şi calcule ale ariilor unor suprafeţe simple şi volumelor unor corpuri; • Efectuarea de transformări cu unităţi de măsură pentru arie şi volum. Recomandări: - Proiectaţi diverse activităţi practice în care elevii să efectueze 46 / 331 măsurători, să calculeze şi să compare ariile diferitelor figuri geometrice simple; - Folosiţi scheme şi organizatori grafici pentru a facilita înţelegerea transformărilor unităţilor de măsură pentru arie şi volum; - Introduceţi în lecţie diferite elemente ludice sub forma unor concursuri de măsurători, proiecte în echipă, etc. În etapa de învăţare raţional neformalizată se trece, începând cu clasa a VI-a la: - demostrarea unor formule pentru arii; - aplicarea unor proprietăţi ale funcţiei arie, chiar dacă ele nu sunt demonstrate (aditivitatea, faptul că două figuri geometrice congruente au aceeaşi arie, proprietăţi legate de raportul ariilor a două triunghiuri asemenea etc.) - utilizarea formulelor algebrice pentru calculul volumelor unor corpuri geometrice (piramida regulată, prisma regulată dreaptă, trunchiul de piramidă regulată dreaptă, cilindrul, conul, trunchiul de con şi sfera). În demonstrarea formulelor pentru ariile figurilor plane, la clasa a VII-a se pot identifica două metode care diferă în funcţie de punctul de pornire: - se începe cu definirea ariei unui triunghi; - se începe cu definirea ariei unui pătrat (dreptunghi). tudiul unităţilor de măsură în matematica de gimnaziu este Elemente de continuitate de S noştinţele elementare pe care elevii le deprind în ciclul la clasele primare la cele fundamentat pe cu gimnaziale primar. Elementele de noutate în clasa a V-a sunt introduse tot intuitiv, pe baza unor experienţe concrete de măsurare şi se referă la: - unităţile de măsură pentru suprafeţe şi volume, - transformări care implică şi calcule cu fracţii zecimale; - calcule de arii şi volume. Trecerea de la intuitiv la abstract, de la observare şi măsurare efectivă la reprezentări convenţionale se face treptat, când în clasa a VI-a se studiază noţiunea de segment. Unul dintre elementele geometrice fundamentale studiat în clasa a VI-a este lungimea segmentelor. Noţiunea de lungime a unui segment ilustrează cel mai bine tranziţia de la intuitiv la abstract: - pe de o parte, lungimea unui segment are legătură cu operaţia de măsurare concretă a acestuia; - pe de altă parte din noţiunea de lungime derivă alte două noţiuni esenţiale în geometrie: distanţa dintre două puncte şi congruenţa segmentelor. Studierea unităţilor de măsură şi a operaţiilor de măsurare are o importanţă majoră atât din punct de vedere instructiv, prin lărgirea orizontului matematic, cât şi din punct de vedere practic, deoarece unităţile de 47 / 331 măsură se întrebuinţează frecvent în viaţa cotidiană. Alegeţi una dintre modalităţile de introducere a formulelor de calcul Aplicaţii și teme de reflecție 1. pentru aria poligoanelor, la gimnaziu şi realizaţi o schemă cu etapele pe care le veţi parcurge. 2. Proiectaţi conţinutul unei planşe didactice în care să se recapituleze multiplii şi submultiplii metrului cub. 3. Realizaţi o demonstraţie vizuală a teoremei lui Pitagora bazată pe arii, pe care să o puteţi integra într-o secvenţă de lecţie. 48 / 331 Rapoarte, proporții, procente în problemele simple și în aplicații financiare; aplicații practice; aplicații financiare Aplicabilitate variată – pentru domenii diferite. În instruirea diferențiată profesorul are un rol extrem de important și dificil. Temele care durează în timp (exemplul acestei teme: din clasa a VI-a și până în clasa a X-a), care apar frecvent cu completări de conținut specific sau în corelare cu alte conținuturi sau aplicații necesită un arsenal strategic bogat. Motivația pentru studiul matematicii diferă la elevi. La același elev, motivația de care vorbim poate să fie redusă sau sporită pe parcursul anilor de studiu. De aceea profesorul trebuie să pregătească pentru astfel de teme un ansamblu de strategii. Ansamblul trebuie să acopere conținuturile temei, să asigure receptarea și înțelegerea acestora, aplicabilitatea și durata prezenței lor în cadrul programei disciplinei. Derulând treptat strategii și metode variate, tradiționale sau moderne, profesorul va capta atenția și interesul elevilor și mai ales le va menține în timp. atematica este legată, în general, de numere, calcule, figuri geometrice, Noțiuni matematice cu M emonstrații, etc. Pentru mulți indivizi, matematica este percepută ca fiind istorie îndelungată d grea/dificilă, uneori cumplită sau chiar imposibilă. În epoca modernă, adesea se caută metode noi care să le înlocuiască pe cele tradiționale. Dar nu greșim dacă renunțăm la ele? Povestirea și conversația oare nu-și mai găsesc utilitatea în orele de matematică? Suntem la o temă unde putem afirma că DA! De multe ori sunt extrem de utile. Sunt conținuturi matematice care au în spate o istorie proprie, care merită să fie cunoscută. Matematica are personalități remarcabile și a cunoscut zbateri ale oamenilor de știință care au durat perioade îndelungate. Tema aceasta merită o astfel de abordare. Povestirea - este una dintre metodele tradiționale prin care erau expuse sistematizat cunoștințe, alături de prelegere și explicație. Povestirea constă în descrierea unor fapte, evenimente, fenomene, personaje cu scopul de a transmite elevului anumite date istorice, anumite curiozități, detalii despre o personalitate – toate având legătură cu un anumit conținut matematic. La începutul unității de învățare „Rapoarte și proporții” putem folosi un text ca și cel de mai jos: „Problemele acestei teme apar, sub o formă sau alta, în domenii mai mult sau mai putin conexe matematicii, unele poate absolut surprinzătoare: farmacie, muzică, arhitectură, astronomie, finanţe. Principala dovadă empirică pentru ideea pitagoreicilor de univers bazat pe numere venea din muzică, în care ei au observat anumite legături remarcabile între sunetele armonioase și rapoartele numerice simple. Prin experimente simple, ei au descoperit că, dacă o coardă produce o notă de un anumit ton, atunci o coardă având jumătate din lungimea primeia produce o notă extrem de armonioasă, numită acum octavă. O coardă cu lungimea de două treimi din prima produce o a doua notă în ordinea armoniei, iar una cu lungimea de trei sferturi din prima produce de asemenea o notă armonioasă. Numărul de unde care pot intra într-o lungime dată a corzii e un număr 49 / 331 întreg, iar aceste numere întregi determină rapoarte numerice simple. Dacă numerele nu alcătuiesc un raport simplu, atunci notele corespunzătoare interferă formând „bătăi” disonante, neplăcute auzului. Cartea a V-a a „Elementelor” lui Euclid are o direcție „obscură”, diferită de cea a Cărților I-IV. Nu seamănă cu geometria obișnuită, iar la prima vedere pare ciudată – ciudățenie care provine de la tehnica de operare cu rapoarte iraționale. Obiectivul principal (după cum cred mulți oameni de știință) al Elementelor, era demonstrația faptului că există cinci poliedre regulate: tetraedrul, cubul, octaedrul, dodecaedrul și icosaedrul. Două dintre acestea (dodecaedrul și icosaedrul) implică pentagonul regulat. Iar pentagoanele regulate sunt direct legate de ceea ce Euclid numea „medie și extremă rație”. Adică de ceea ce numim în prezent raportul (secțiunea) de aur. În viaţa de zi cu zi, folosim cuvântul proporţie pentru relaţia comparativă dintre părţile unor obiecte în privinţa mărimii sau pentru a descrie un raport armonios între diversele părţi ale lor; în matematică, termenul proporţie este folosit, după cum ştim, pentru a descrie o egalitate de tipul: nouă se raportează la trei aşa cum şase se raportează la doi. Un ciudat amestec al celor două abordări ne-a fost oferit de Euclid, care a definit o proporţie derivată din simpla împărţire a unui segment de dreaptă în ceea ce el a numit medie şi extremă raţie (sau o secţiune de aur). Iată cuvintele lui Euclid: Spunem că un segment de dreaptă a fost împărţit în medie şi extremă raţie atunci când întregul se raportează la segmentul mai mare aşa cum .not AC AB = = segmentul mai mare se raportează la cel mai mic (aşadar ). CB ACϕ Acest număr iraţional, notat cu ϕ, a cărui valoare aproximativă este egală cu 1, 618033..., a fost denumit numărul de aur, proporţia de aur sau divină, secţiunea de aur sau, pur şi simplu, phi. Unele dintre cele mai luminate minţi matematice ale tuturor timpurilor, de 50 / 331 la Pitagora şi Euclid, de la Leonardo din Pisa (Fibonacci) şi Johanes Kepler, până la, de exemplu fizicianul Roger Penrose, şi-au dedicat nenumărate ore acestui simplu raport şi proprietăţilor sale. Fascinaţia Proporţiei de Aur nu s-a limitat însă la matematicieni şi fizicieni: biologi, pictori, muzicieni, istorici, arhitecţi, psihologi şi chiar mistici și-au dedicat ore în şir studiului acestui număr. Puteţi căuta (pe internet de exemplu) să vedeţi cauzele şi resorturile acestor continue căutări! Să precizăm că secțiune de aur o întâlnim în mai multe locuri decât ne-am aștepta (ex: la pentagonul regulat, raportul dintre lungimea unei diagonale şi lungimea unei laturi; la Marea Piramidă din Gizeh, unde probabil că s-a ținut cont în proiectarea acesteia de acest număr; la un tablou celebru). O altă apariţie cel puţin interesantă este Triunghiul de aur. Și să nu uităm de succesul enorm al cărţii Codul lui Da Vinci care a făcut cunoscută unui public larg noţiunea de proporţie de aur. Metoda conversației oferă atât profesorului cât și elevului roluri de parteneri la dialog. Trebuie avut în vedere faptul că această metodă stimulează dezvoltarea limbajului și că, utilizată cu un astfel de scop, exprimarea se realizează prin limbajul natural. etoda exercițiului - exercițiile presupun efectuarea conștientă și repetată Rapoarte. Procente. M unor operații sau acțiuni mintale sau motrice în vederea formării de Matematici financiare a priceperi și deprinderi pentru dezvoltarea unor capacități intelectuale. Exercițiile pot fi: • exerciții de recunoaștere a unor noțiuni, proprietăți, reprezentări, formule − exerciții în care apar mărimi direct sau invers proporționale; − exerciții în care sunt numere între care există sau nu proporționalitate directă sau inversă; − recunoașterea regimului de dobândă fixă sau compusă pentru anumite depozite bancare. • exerciții de aplicare imediată a unor formule sau algoritmi 51 / 331 pentru asigurarea conexiunii inverse − aflarea unui termen necunoscut dintr-o proporție; − aflarea prețului nou după modificări cu p% a celui inițial; − aflarea unei cantități dacă cunoaștem cât înseamnă p% din ea. • exerciții grafice − reprezentarea unor situații cu ajutorul diagramelor; (a) (b) − exprimarea unor cantități dintr-un întreg cu ajutorul procentelor, pe baza unor imagini sau reprezentări. • exerciții de autoinstruire, prin care urmărim însușirea de cunoștințe noi pornind de la cele dobândite anterior Dacă elevul știe formele simple de aplicații a calculelor cu procente, o simplă prezentare de „pilulă teoretică nouă” îi va permite să treacă la o sumedenie de alte aplicații. Ex: Profitul este diferenţa dintre preţul de vânzare şi costul produsului (serviciului). ○ Masa profitului: diferenţa dintre venituri şi cheltuieli ○ Rata profitului: raportul procentual dintre masa profitului 100pPR= ⋅ P şi volumul capitalului C folosit: C După care vom distribui fișe cu exerciții în care se calculează profitul (sau rata profitului) în diferite contexte. • exerciții de calcul mintal − calcularea a cât reprezintă p% din N, p fiind o valoare care face posibilă obținerea rapidă a rezultatului (ex: 25% din 360, 50% din 70,5 etc); − obținerea unor numere direct proporționale cu altele dacă există un raport simplu. • exerciții comentate Pot fi introduse atât ca exemple de aplicații ale unor elemente de teorie, dar 52 / 331 pot fi utilizate și ca deschidere pentru descoperire dirijată sau prin analogie, precum și ca modele de analiză sau cercetare în a obține modalități de soluționare atipice. Exemplu: Bunicul lui Alex are o grădină de forma unui dreptunghi, cu lungimea de 10 m, ca în figura de mai jos: Bunicul ştie de la străbunicul său că distanţa este egală cu exact 10 AB metri (nu dispune de mijloace de măsurare şi nici nu vrea să le folosească, ştie el că se poate şi fără!) şi doreşte ca nepotul său să planteze un pom fructifer pe latura AB exact la 2 metri de B. Cum trebuie să procedeze nepotul, dacă bunicul îi oferă doar un ghem de sfoară şi câteva cuie ? Începutul: Este vorba de o problemă de matematică ? Răspuns aşteptat (ceva de genul): avem o problemă practică, rezolvabilă cu metode matematice (ca şi în antichitate probabil). Continuăm: Din punct de vedere matematic, ce căutăm aşadar? Răspuns aşteptat: Construirea (determinarea poziţiei) unui punct M AB∈ pentru care 21MB= (aşadar vorbim din nou despre () 10 5AB = rapoarte). Dacă nu primim idei, adresam următoarea întrebare de sprijin: Cunoaştem rezultate geometrice în care intervin rapoarte? (Ar trebui să ajungem la teorema paralelelor echidistante (!) sau la teorema lui Thales măcar). Intervenim mai consistent în a dirija demersul: Ce trebuie să facem în acest caz? . . . Ar mai fi nevoie de o dreaptă; și cum nu avem riglă, o să legăm o sfoară suficient de lungă (?) de două cuie (să le numim S şi T); un cui îl înfigem în A, apoi întindem sfoara şi înfigem cuiul din celălat capăt unde se nimereşte (aproape). 53 / 331 Cum nu avem compas, o să luăm alte două cuie şi o bucată mai mică de sfoară, de lungime , şi plimbându-ne lejer pe semidreapta (, AEAT ,, ,FGHI; marcăm punctele e suficient acum să trasăm (!) o paralelă prin Hla BI, care va intersecta AB în punctul atât de dorit M. Propunem acum scrierea pe tablă a relaţiilor matematice justificative (redactare ca pentru un concurs sau examen). Subliniem că am făcut astfel cunoştinţă cu domeniul incitant al construcţiilor geometrice cu rigla şi compasul, care, de data aceasta, ne-a făcut legătura între rapoarte şi practică iderăm că este suficient dacă dăm câteva exemple de enunțuri ale unor Caracterul transdisciplinar Cons al temei probleme. • Chimie Un burete care conţine 99% apă cântăreşte 600 g. După ce se evaporă o parte din apă, buretele conţine 98% apă. Cât cântareşte acum buretele? Un litru de soluţie cu concentraţia de sare de 10% se amestecă cu 4l de soluţie cu concentraţia de sare de 15%. Cât este acum concentraţia de sare din amestecul obţinut? • Biologie Un organism are în momentul naşterii 2,5 kg. În prima lună de viaţă, organismul creşte în greutate cu 0,5 kg. Presupunând că procentajul de creştere se păstrează constant pentru primele şase luni de viaţă, calculaţi ce greutate va avea organismul după două luni. La om, volumul sangvin constituie aproximativ 7% din greutatea corpului. În timp de repaus, sângele este repartizat astfel: 40% în sistemul muscular, 30% în sistemul nervos, renal, suprarenal şi tiroidian, 20% în organele abdominale şi 10% în sistemul coronarian. Calculaţi, cu aproximaţie, cantitatea de sânge din sistemul nervos, renal, suprarenal şi tiroidian al unui om cu o greutate de 70 kg. • Geografie 3 La intrarea în deltă, debitul mediu anual al Dunării este de 6480 / .ms Braţului Chilia îi revine 60% din debit, braţului Sulina 22%, iar braţului Sfântu–Gheorghe restul. Cât este volumul aproximativ de apă transportat 54 / 331 într-o oră de braţul Chilia la intrarea în deltă? Scara unei hărți geografice este de 1: 2000000. Cât este distanța dintre două orașe în realitate, dacă pe hartă distanța dintre punctele care reprezintă aceste orașe este de 6,5 cm? • Educație financiar -bancară Se constituie un depozit bancar de 20 000 lei pe termen de 2 ani în regim de dobândă compusă cu rata de 10%. Care va fi masa depozitului după 2 ani ? O acţiune la bursă valora, acum 4 luni, 25 de euro. În primele două luni valoarea acţiunii a crescut cu 20% pe lună, apoi în următoarele 2 luni a scăzut cu 20% pe lună. Care este preţul acţiunii în prezent? Determinaţi procentul de creştere a puterii de cumpărare a masei monetare dintr-o ţară într-o perioadă în care preţurile cresc cu 20%, iar masa monetară creşte cu 80%. La cele deja integrate în expunere, credem că mai putem adăuga unele mici sfaturi: • conduceţi actul didactic cu căldură, cu înţelegere, elevii trebuie să vă simtă ca un apropiat, ca un prieten, poate - un adult pe care se pot baza; • nu le tăiaţi elanul, lăsaţi elevii să încerce (chiar dacă greşesc; urmăriţi cu atenţie, valorificaţi greşeala, sesizaţi cauza generatoare), lăsaţi elevii să întrebe (de multe ori întrebările lor sunt mai interesante şi mai la obiect decât cele care am gândit noi iniţial că trebuie a fi puse); • nu vorbiţi într-una, transformând elevii în simpli receptori (se plictisesc repede), aşadar dialogaţi, puneţi-i în faţa unor situaţii problematice, provocaţi, apoi lăudaţi când e cazul; • legaţi tot ceea ce încercaţi să transmiteţi de mediul înconjurător; elevii trebuie învăţaţi din primele zile să gândească cu propriul cap, nu să copieze sau să reproducă; • nu uitați un detaliu: calitatea comunicării didactice depinde și de gesturi, mimică, de accente, intonaţii şi ritm; • acceptați și teme la libera alegere a elevilor; putem avea surprize plăcute și rezultate neaşteptat de bune. dactaţi un eseu de maxim 3 pagini despre conexiunile dintre Aplicaţii și teme de reflecție 1. Re matematică şi un singur alt domeniu (biologie sau arhitectură sau pictură sau orice altceva doriţi); proporţia sau secţiunea de aur poate fi un punct de plecare. 2. Compuneţi şi rezolvaţi o suită de probleme tematice (rapoarte, regula de trei simplă, proporţii, procente etc), pornind de la diferite imagini și reprezentări. 55 / 331 De la balanţe la ecuaţii în . Aplicații practice  Calcularea unui număr necunoscut la adunare, scădere, înmulţire sau împărţire în clasele primare Rezolvarea ecuaţiilor, mai ales a celor simple, este de un real folos în viaţa cotidiană. Nu există domeniu în care să nu fie nevoie, în anumite împrejurări, să rezolvi o ecuaţie: de la simplul transport al cumpărăturilor, când se doreşte egalizarea maselor celor două sacoşe, pentru a ne „echilibra” forţele, până la proiectarea macaralelor de mare tonaj de pe şantiere. lcularea unui număr necunoscut la adunare, scădere, înmulţire sau Procedee de calcul a unui Ca împărţire (rezolvarea ecuaţiilor de gradul I cu o necunoscută) se realizează număr necunoscut la clasele primare la clasele ciclului primar prin mai multe procedee: • utilizând metoda balanţei; • prin încercare-eroare; • prin utilizarea de obiecte sau desene; • folosind proba operaţiei; • aplicând metoda mersului invers. Cu școlarii mici nu se va folosi termenul de ecuaţie şi nu se va uzita metoda algebrică de rezolvare a ecuaţiilor. Aceste tipuri de exerciţii se rezolvă numai prin raţionament aritmetic. Având în vedere adaptarea permanentă a demersului didactic la particularităţile de vârstă şi individuale ale elevilor pe întreg parcursul ciclului primar, se va urmări trecerea gradată de la simplu la complex, de la concret la abstract, de la particular la general. flarea unui termen necunoscut la adunare şi scădere se studiază, conform Metoda balanţei A i program şcolare, încă din clasa pregătitoare. Conţinutul respectiv este noi accesibil la această vârstă, folosind modelul balanţei, model asimilat rapid de către elevi, deoarece se bazează pe principiul intuiţiei. • Modelul balanţei cu folosirea numerelor concrete Pentru ca şcolarii mici să înţeleagă principiul balanţei, se va apela la experienţa lor de viaţă, prezentându-li-se o imagine cu un balansoar, pe care ei îl cunosc şi cu care au interacţionat în parcul de joacă. Folosind conversaţia euristică, se vor desprinde următoarele concluzii: balansoarul reprezintă o balanţă; pentru a se balansa este necesar să echilibrăm masa obiectelor de pe cele două părţi ale leagănului, acest lucru fiind posibil dacă în ambele părţi se aşează greutăţi egale. Încă din clasa pregătitoare se pot realiza exerciţii-joc cu obiecte concrete, de tipul: Un măr cântăreşte cât 3 prune. 56 / 331 a) Desenează atâtea prune pe talerul balanţei astfel încât aceasta să fie în echilibru. b) Câte mere ar trebui puse pe talerul liber pentru ca balanţa să fie în echilibru? • Modelul balanţei cu folosirea numerelor abstracte: După ce elevii au înţeles principiul balanţei, experimentând practic cu obiecte concrete: cuburi, bile sau alte obiecte (de acelaşi fel), se poate trece la operarea cu numere abstracte. De exemplu, pentru aflarea numărului a din expresia a + 22 = 48 se apelează la următoarea reprezentare: a) modelul balanţei După etapa concret-intuitivă în care elevii au „descoperit” ce operaţie este implicată pentru a calcula un termen necunoscut la adunare (sau scădere), se realizează etapa de generalizare, constând în deducerea unor reguli generale de calcul al unui termen al adunării, al descăzutului sau scăzătorului. Se poate lucra pe echipe, fiecare echipă având sarcina să formuleze o regulă generală de aflare a unui termen necunoscut la adunare sau scădere, pe care apoi o vor face cunoscută şi celorlalţi colegi. O reprezentare asemănătoare se utilizează în cazul în care se cere să se determine necunoscuta dintr-o operaţie de înmulţire: 3 x a = 87 Şi de această dată activitatea practică va fi urmată de generalizare şi enunţarea unei reguli universal valabile, de aflare a unui factor când se 57 / 331 cunosc celălalt factor şi produsul. La clasele mici, aflarea unui număr necunoscut se realizează şi prin Calcularea numărului necunoscut prin încercare - încercare-eroare, dându-i necunoscutei diferite valori, alese aleator în urma nei estimări făcute iniţial, valori care vor fi ajustate în funcţie de rezultat, eroare u până la identificarea numărului care verifică relaţia de egalitate. Exemplu: ? + 428 = 472 Pentru început, elevul estimează că numărul căutat este de ordinul zecilor, fiind un număr apropiat de 40. Va calcula: 40 + 428 = 468. Compară suma obţinută cu cea iniţială şi constată că prima este mai mică. Va ajusta numărul estimat până la obţinerea celui corect: 44. Este o metodă întrebuinţată preponderent în primele două clase ale Calcularea numărului Se bazează pe manipularea materialului didactic necunoscut prin utilizarea ciclului primar. stributiv (beţişoare, bile, jetoane, nasturi, castane etc) şi demonstrativ de obiecte sau desene di (trusa magnetică, soft educaţional, numărătoarea cu bile etc) sau prin reprezentări ale obiectelor (pătrate, cercuri, triunghiuri, segmente). Exemplu: La clasa I, pentru a afla 7 + ? = 12, elevii vor acţiona cu obiecte concrete: vor aşeza pe masă o mulţime de 7 beţişoare şi în continuare vor număra elementele celei de-a doua mulţimi, până când vor ajunge la numărul 12. La final vor număra elementele celei de-a doua mulţimi. Proba adunării şi scăderii este introdusă imediat după învăţarea scăderii, iar Calcularea numărului roba înmulţirii şi împărţirii imediat după introducerea împărţirii, ca mijloc necunoscut efectuând p erificarea a corectitudinii calculelor efectuate. Însuşirea algoritmului proba operaţiei de v de efectuare a probei operaţiilor îi va sprijini pe elevi şi pentru a calcula un termen/factor necunoscut. Exemplu: 273 : m = 3. Atunci când au învăţat modalităţile de efectuare a probei împărţirii, elevii au aflat că dacă se împarte deîmpărţitul la cât trebuie să se obţină ca rezultat împărţitorul. Vor aplica aceste cunoştinţe: 273 : 3 = 91. Într-o expresie numerică de tipul: Aflarea numărului necunoscut dintr-o expresie 280 – ( 172 + m : 4) = 54 ărul necunoscu se determină astfel: numerică num • Prin proba operaţiei În acest caz este nevoie de introducerea unei necunoscute parţiale, de aflarea cu uşurinţă a acesteia prin proba operaţiei, apoi reconstituirea exerciţiului după fiecare pas şi continuarea aplicării algoritmului: 280 – ( 172 + m : 4) = 54 a a = 280 – 54 a = 226 172 + m : 4 = 226 b 58 / 331 b = 226 – 172; b = 54 m : 4 = 54 m = 54 x 4 m = 216 • Aplicând metoda mersului (drumului) invers La clasa a IV-a aceasta se rezolvă prin raţionament aritmetic, urmărind enunţul de la sfârşit către început, adică invers. Acest procedeu presupune efectuarea (după fiecare pas) a ultimei operaţii pe care am fi rezolvat-o în mod normal, dacă am fi cunoscut numărul m şi ar fi trebuit să rezolvăm exerciţiul dat. 280 – ( 172 + m : 4) = 54 (172 + m : 4) = 280 – 54 172 + m : 4 = 226 m : 4 = 226 – 172 m : 4 = 54 m = 54 x 4 m = 216 Modalitatea preferată de lucru este, în cazul unor astfel de exerciţii, aceea prin care se oferă libertate de lucru elevilor, încurajând participarea activă şi creativă în cadrul activităţilor, oferind posibilitatea copiilor să descopere adevăruri noi pentru ei, aceasta asigurând învăţarea în clasă. Concluzii: Pentru a obţine rezultate foarte bune cu elevii în cadrul lecţiilor care presupun rezolvarea unor ecuaţii prin raţionament aritmetic la clasele primare, propunem câteva sugestii care vor eficientiza activitatea cadrului didactic: • pentru facilitarea învăţării noţiunilor noi, se va apela la experienţa de viaţă a elevilor, se va porni totdeauna de la aspecte familiare acestora şi se va apela la noţiuni însuşite anterior, care vor fi actualizate; • se va porni totdeauna de la acţiunea concretă, nemijlocită cu materiale didactice diverse, avându-se în vedere aspectul concret al gândirii elevului, acestă acţiune fiind urmată apoi de etapele de abstractizare şi generalizare; • se vor utiliza în cadrul lecţiilor metode şi procedee active, euristice, care îl conduc pe elev la situaţia de a descoperi noţiunile noi, această activitate fiind deosebit de incitantă şi motivantă pentru el; • jocul didactic sau introducerea unor elemente de joc în cadrul lecţiei stimulează învăţarea, asigurând un climat educaţional relaxant, mai puţin convenţional, totodată stimulând la cote maxime creativitatea elevilor. ormulaţi trei obiective operaţionale pentru lecţia de aflare a termenului Aplicaţii și teme de reflecție 1. F necunoscut la adunare şi scădere în intervalul 0 – 1000, la clasa a II-a, aplicând tehnica lui Mager. 2. Creaţi un joc didactic pentru lecţia de consolidare a cunoştinţelor „Aflarea numărului necunoscut la înmulţire şi împărţire”, clasa a III-a. 59 / 331 De la balanţe la ecuaţii în . Aplicații practice  Aspecte metodice şi metodologice ale predării ecuaţiilor în gimnaziu Modalitatea în care se realizează tranziţia sugerată şi de titlul temei propuse „De la balanţe la ecuaţii în ” are la bază aspectele psihologice ale trecerii de la gândirea concret-intuitivă (specifică elevilor de  clasele I-V) la gândirea formal-abstractă (care se formează în clasele de gimnaziu). Noţiunea de ecuaţie este comparabilă cu un „fir roşu” al programei şcolare pentru disciplina matematică, atât datorită rolului şi locului privilegiat pe care îl ocupă în cadrul întregului curriculum cât şi numeroaselor aplicaţii practice care conduc la rezolvarea de ecuaţii. Scopul abordării temei este acela de a identifica şi selecta unele metode didactice optime pentru predarea- învăţarea ecuaţiilor în gimnaziu. Elevii de gimnaziu se întâlnesc cu noţiunea de ecuaţie în fiecare clasă. Tipurile de ecuaţii ecuaţii şi de probleme care se rezolvă prin ecuaţii, contribuie studiate în programa Rezolvarea de enţial la înţelegerea şi aprofundarea mulţimilor de numere studiate. şcolară de gimnaziu es • În clasa a V-a se studiază: - mulţimea numerelor naturale, şi ecuaţiile care se rezolvă în ;  - numerele raţionale pozitive şi ecuaţii de tipul:  + = ±= ⋅= ≠ ; ; ( 0);xabaxbxaba± unde a şi b sunt numere naturale ≠=≠ x : a b (a 0) a : x b (x 0)= sau fracţii zecimale finite. • În clasa a VI-a se învaţă: - ecuaţiile în mulţimea numerelor raționale pozitive; - mulţimea numerelor întregi, şi ecuațiile în .  • În clasa a VII-a se rezolvă: - ecuații de forma ax + b = 0, cu a ∈ Q*, b ∈ Q; - proprietăţi ale relaţiei de egalitate în mulţimea numerelor reale; ∈ - ecuaţii de forma ax + b = 0, cu a, b, mulţimea soluţiilor, ecuaţii echivalente; - ecuații de forma x²= a (unde a ∈ Q+). • În clasa a VIII-a se abordează: ∈ - ecuaţii de forma ax + b = 0, cu a, b, mulţimea soluţiilor, ecuaţii echivalente; , , , 0, 0abc a b∈≠≠ - ecuaţii de forma ax+by+c=0, cu ; 2 - ecuaţia de forma . ax +bx+c=0, a,b,c R, a 0∈≠ De asemenea, în fiecare clasă din ciclul gimnazial sunt prevăzute numeroase probleme care se rezolvă cu ajutorul ecuaţiilor şi al sistemelor de ecuaţii. Studiul ecuaţiilor se continuă pe parcursul ciclului liceal când tematica se amplifică şi elevii află de existenţa ecuaţiilor transcendente, a ecuaţiilor rezolvabile în 60 / 331 mulţimea numerelor complexe ş.a.m.d. Pentru elevii care se pregătesc pentru concursuri sau olimpiade se recomandă rezolvarea de: - ecuaţii diofantice; - ecuaţii cu module; - ecuații cu parte întreagă sau parte fracționară; - ecuaţii cu parametru. Dacă în cicul primar întâlnim exerciţii de forma 7+?=15, în gimnaziu propoziţia interogativă se transformă într-o propoziţie afirmativă de forma: 7+x=15. Deşi în ambele cazuri problema revine la a determina valoarea acelui număr care adunat cu 7 dă rezultatul 15, între cele două formulări există o deosebire ce corespunde distincţiei dintre metoda aritmetică şi cea algebrică. (adaptare după „Metodica predării algebrei în gimnaziu”, A. Hollinger) ntroducerea noţiunii de ecuaţie este indicat ca să se pornească de la exemple Introducerea În i are se rezolvă cu ajutorul ecuaţiilor. Astfel, pentru elev va noţiunii de ecuaţie simple de probleme c fi mai uşor să vadă de la bun început aplicabilitatea practică a ecuaţiilor. În sprijinul acestei idei se pot lua în calcul şi consideraţiile pe care le face matematicianul german Leonard Euler în cartea sa Introducere în algebră, asupra introducerii noţiunii de ecuaţie. Problema de care se foloseşte Euler pentru a o modela prin ecuaţii este următoarea: „20 de persoane, bărbaţi şi femei se duc la un restaurant. Fiecare bărbat cheltuieşte 8 groşeni, iar fiecare femeie 7 groşeni şi toată masa costă 6 taleri. Se pune întrebarea câţi bărbaţi şi câte femei au fost?” • În clasa a V-a rezolvarea ecuaţiilor elementare se poate face bazându-ne pe proba operaţiei. − Ecuaţia de forma x+a=b cu x=b-a se bazează pe relaţia: Termen1+Termen2=Sumă, −T ST= − de unde 12T ST= sau 21. 12TT S+= Aceste relaţii ne permit să rezolvăm ecuaţii elementare de tipul: sau 13 49x+=. 7 12x+= − Ecuaţiile de forma x-a=b, a-x=b se bazează pe relaţia: Descăzut-Scăzător = diferenţă DS d−=DSd= +S Dd= − Din relaţia se obţine sau . Pornind de aici putem rezolva ecuaţii de forma: sau 23 14x−=. 7 12x−= a x=b, a 0⋅≠ − Ecuaţia de forma se bazează pe relaţia: Factor1 x Factor2=Produs Din12FF P⋅= deducem 12:F PF= sau 21:F PF=. Acum putem rezolva ecuaţii de forma: 3 18x⋅=5 35x⋅= sau 61 / 331 − Ecuaţiile de forma x:a=b, 0a≠ şi a:x=b, 0x≠ au la bază relaţia care se poate scrie la o împărţire cu restul 0: Deîmpărţit : Împărţitor=Cât de unde D CI= sau :I DC= :DI C= ⋅ Cu aceste relaţii putem aborda ecuaţiile de tipul: : 7 13x=144 : 16x= sau Exemple de situaţie problemă de la care se poate porni în introducerea noţiunii de ecuaţie: 1. Într-o urnă sunt 4 bile, exact ca în figura de mai jos: Stabiliţi câte bile trebuie adăugate pentru a obţine un număr de bile de trei ori mai mare decât al celor aflate iniţial în urnă. Calculaţi câte bile trebuie mutate din Urna1 în Urna2 pentru a avea în ambele urne un număr egal de bile. Chiar dacă pentru un elev de gimnaziu totul se reduce la un simplu calcul de forma 10 4 3,x xx−=+⇒= problema e de fapt un joc și este rezolvabilă astfel şi vizual! • Începând cu clasa a VI-a, după introducerea numerelor întregi, rezolvarea ecuaţiilor se poate face prin altă abordare, care are la bază proprietăţile relaţiei de egalitate. Exemplu: 52x+= 5 ( 5) 2 ( 5)x+ +− = +− În rezolvarea ecuaţiei determinarea necunoscutei se face x0 3+=− x3= − prin adunarea în ambii membri a opusului lui 5, adică – 5. Sunt puse astfel în 62 / 331 evidenţă şi proprietăţi ale operaţiei de adunare ca: asociativitatea şi elementul neutru. Recomandare: • Atrageţi atenţia elevilor că totdeauna un termen poate trece dintr-un membru în altul cu condiţia să i se schimbe semnul. • Menţionaţi că regula nu se aplică şi în cazul unui produs. aţiilor reductibile la ecuaţii elementare se poate Aspecte În clasa a VII-a rezolvarea ecu ace pe baza unui agoritm cu următorii paşi: metodologice privind f − Eliminarea numitorilor (dacă există); rezolvarea ecuaţiilor Desfiinţarea parantezelor (dacă există); în clasa a VII-a − − Separarea termenilor; − Efectuarea calculelor algebrice de reducere a termenilor asemenea; − Determinarea soluţiei în mulţimea în care se rezolvă ecuaţia; − Efectuarea unei verificări (opţional, dar indicat). Exemplu: Să se rezolve în  ecuaţia: 1 21x xx+− = 24 3− − Pasul 1 (eliminarea numitorilor) Numitorul comun este 12, prima fracţie se amplifică cu 6, a doua cu 3 şi a treia cu 4. 6 34 ) ) ) 1 21x xx+− = Obţinem sau 6( 1) 3 4( 2 1)x xx+− = 12 12 12− 24 3− Având acelaţi numitor, prin înmulţirea egalităţii cu 12 obţinem 6( 1) 3 4( 2 1)x xx+− = − − Pasul 2 (desfiinţarea parantezelor) Prin aplicarea proprietăţii de distributivitate a înmulţirii faţă de adunare: 6 63 8 4x xx+− = − − Pasul 3 (separarea termenilor) Termenii care conţin necunoscuta se aduc, de regulă, în membrul stâng, iar cei cunoscuţi în membrul drept. La trecerea dintr-un membru în altul orice termen îşi schimbă semnul. Se obţine 6 3 8 46xxx− − =−− − Pasul 4 (reducerea termenilor asemenea şi efectuarea calculelor) 5 10x−=− − Pasul 5 (determinarea soluţiei) Egalitatea se împarte la numărul cu care se înmulţeşte necunoscuta, în cazul nostru – 5. 5 10 : ( 5)x−=− − 2x= Se obţine , care este număr real. Aşadar, soluţia este 2. Recomandări: 63 / 331 − Reactualizaţi noţiunile cheie de care elevii au nevoie în rezolvarea corectă a ecuaţiilor: determinarea numitorului comun a două sau mai multe fracţii, proprietăţi ale relaţiei de egalitate, calcul algebric elementar, proprietăţi ale operaţiilor studiate, regula semnelor; − Formaţi deprinderea de a verifica rezultatele obţinute şi compatibilitatea acestora cu mulţimea în care se rezolvă ecuaţia. Tot în clasa a VII-a se studiază şi ecuaţiile de forma x²= a (unde a ∈ 𝑄). + Abordarea acestora se poate face prin două metode: − prin utilizarea formulei de calcul prescurtat: 22 sau ( )( )x y x yx y−=− + − prin aplicarea radicalului în cei doi membri ai ecuaţiei: 2 ,0x aa= ≥ x ax a= ⇔=± Recomandăm pentru rezolvarea ecuaţiei forma x²= a (unde a ∈ 𝑄) utilizarea + primei metode, deoarece elevii pot aplica formulele de calcul prescurtat pe care tocmai le-au studiat. onsolidează cunoştinţele despre ecuaţii într-un capitol Aspecte În clasa a VIII-a se c uaţii, inecuaţii şi sisteme de ecuaţii” şi se studiază rezolvarea metodologice privind special „Ec 2 ecuaţiei de forma: Metoda clasică de predare ax +bx+c=0, a,b,c R, a 0.∈≠ rezolvarea ecuaţiilor nstă în prezentarea formelor incomplete ale acestei ecuaţii şi apoi tratarea în clasa a VIII-a co formei complete. În tratarea formelor incomplete este indicat ca elevii să-şi însuşească mai curând tehnicile de calcul şi procedeele numerice de rezolvare a ecuaţiei, decât regulile de calcul pe forma generală (literală). Recomandări: • În tratarea formei incomplete ax2+c=0, 0a≠ aveţi în vedere următoarele aspecte: − Folosiţi în predare experienţele anterioare ale elevilor! Încă din clasa a VII-a ei sunt familiarizaţi cu ecuaţiile de forma x²=a (unde a ∈ 𝑄), pe + care le-au întâlnit şi la geometrie în cadrul unităţii de învăţare „Relaţii metrice”. − Propuneţi ecuaţii de forma dată, de la simplu la complex: 2 (a=1, -c =pătrat perfect) 25,x= 2 7x= , (a=1, -c = nu este pătrat perfect) 2 2 32x= , (1a≠) 2 26x = − , (0ac⋅>) • În tratarea formei incomplete ax2 + bx = 0. 0a≠,0b≠ nu se întrevăd dificultăţi de înţelegere dacă se reactualizează în prealabil regula produsului egal cu zero şi metoda scoaterii factorului comun. În urma rezolvării de exerciţii cu ecuaţii de această formă ghidaţi elevii să observe şi să concluzioneze că: − toate ecuaţiile de forma dată au două soluţii; 64 / 331 − una dintre soluţii este întotdeauna 0; b − cealaltă soluţie este de forma x= − a • Introducerea algoritmului de rezolvare pentru forma completă 2 va fi precedată de câteva exerciţii de 0, , , , 0ax bx c a b c a+ += ∈ ≠ identificare a coeficienţilor numerici ai ecuaţiei, pe diferite exemple. − Sugerăm utilizarea diverselor exemple de ecuaţii în care coeficienţii să fie exprimaţi prin numere negative, iraţionale, zecimale etc. sau chiar să lipsească. 2 + −= 2 3 60xx− 2 + = 3 5 30xx− 2 − = 23 0xx− 21 = 5 0, (6) 0xx− 4+ 2 4 30x−= 2 = 58 0xx− − De asemenea se poate cere elevilor, în această etapă premergătoare demersului de rezolvare algoritmică, să utilizeze proprietăţi ale relaţiei de egalitate pentru a simplifica scrierea ecuaţiei, obţinând ecuaţii echivalente. Exemplu: 2 16 8 32 0xx−+= În ecuaţia coeficienţii sunt multipli de 8 şi ecuaţia poate fi împărţită prin 8. Astfel, elevii fac legătura între ecuaţii şi proprietăţile relaţiei de egalitate: într-o egalitate se pot împărţi ambii membri la acelaşi număr nenul fără ca semnul de egalitate să se schimbe. 22 . 16 8 32 0 |: 8 2 4 0x xxx− + = ⇔ −+= Pentru înţelegerea formulelor de rezolvare şi formarea unui raţionament de rezolvare dar şi pentru a evita o memorare mecanică a acestora sugerăm să se pornească cu rezolvarea fără formulă a unui număr suficient de exerciţii. 2 8 16 0xx−+= − De exemplu se poate porni cu ecuaţia: . Făcând apel la formulele de calcul prescurtat, elevii vor restrânge în: 2 ( 4) 0 4 0 4.x xx− =⇔−=⇔= 2 += 8 70xx− − Se poate trece apoi la o ecuaţie de forma: şi se poate cere completarea acesteia pornind de la expresia 28xx−: 22 ( 8 16) 9 0 ( 4) 9 0xxx− + −=⇔ − −= (x 4 3)(x 4 3) 0⇔ −− −+ = ⇔ 70 10xx− = ∧ −= Soluţiile vor fi x=7 şi x=1. 12 − Următorul exemplu va fi ales astfel încât „b” să fie impar: 2 5 60xx− += . Se poate încerca formarea pătratului unei diferenţe în forma iniţială, sau se poate înmulţi convenabil ecuaţia, astfel încât să se evite calculul cu fracţii: 65 / 331 22 5 6 0 | 4 4 20 24 0xx x x− + = ⋅⇔ − + = 22 4 20 25 1 0 (2 5) 1 0xx x⇔ − + −= ⇔ − −= ( 2 5 1)( 2 5 1) 0xx⇔ −− −+ = ∧= 1232xx= − După exemplele pregătitoare se poate trece la demonstrarea formulei pentru cazul general. Procedeul de transformare a ecuaţiei generale se poate face în paralel cu un exemplu concret: 22 +=+ += ≠ 2 5 3 0 |: 20, 0x xax bx c a− 2253bc + += 00xxxx− 22aa += 222 2     225 5 53b b bc + − += + + − += 00xxxx      2 4 422 2a a aa−      222 2      225 5 53b b bc + = − ++ = −      2 4 422 2xxxxa a aa−      222 5 25 3b bc  −+   2= 4 16 22xxa−= 4aa −   222 514b b ac−   + =   2xx 4 162 4aa−=   22 514 4b b ac b ac−− ±+ =± =±  2xx 442 4 2aa a−=  51± 4x= 2 34b b ac−± == 12,1xxx − 22a= Recomandări: • Fixaţi formula şi algoritmul de rezolvare prin cât mai multe exemple; • Refaceţi demonstraţia pe câteva cazuri particulare; = − • Ilustraţi rolul discriminantului 24b ac∆ prin rezolvarea de ecuaţii > ∆< ∆= în care apar cazurile 0, 0, 0.∆ Ghidaţi elevii să descopere legătura dintre discriminant şi numărul de soluţii ale ecuaţiei; • Insistaţi pe identificarea coeficienţilor ecuaţiei pornind de la poziţia 2 2 30bx cx a− += acestora şi nu după notaţie (prin exemple de tipul ); • Explicaţi, prin exemplificare că formula este generală şi se poate aplica şi formelor incomplete; • Cereţi elevilor să calculeze separat discriminantul ecuaţiei pentru a evita greşelile de calcul; • Formaţi la elevi deprinderea de a efectua calcule mintal; organizaţi, în acest sens un concurs contracronometru pe echipe de rezolvare a unui set 66 / 331 de ecuaţii. Exemple de exerciţii • În pregătirea elevilor capabili de performanţă se pot propune, la gimnaziu cuaţii de tipul: atipice cu ecuaţii e - Ecuaţii cu module; - Ecuaţii cu parametru; - Ecuaţii cu parte întreagă; - Ecuaţii iraţionale; - Ecuaţii diofantice; - Ecuaţii exponenţiale; - Ecuaţii de tip Pell. • Ecuaţiile diofantice au fost denumite astfel în cinstea celui care s-a ocupat primul de acest domeniu şi anume Diophant, autorul celebrelor cărţi „Aritmetica”. „Aritmetica” este o colecţie de 150 de probleme cu soluţii aproximative ale unor ecuaţii determinate de grad cel mult trei. Vom numi ecuaţie diofantică, o ecuaţie de forma: f(x1, x2, ..., 𝑥) = 0 unde f este o funcţie de n variabile şi n ≥ 2. 𝑛 Relativ la ecuaţiile diofantice se pun următoarele trei probleme fundamentale: - Este ecuaţia solvabilă? (adică are cel puţin o soluţie?) - În caz de solvabilitate, este numărul soluţiilor finit sau infinit? - În caz de solvabilitate, să se determine toate soluţiile ecuaţiei. • Un caz special al ecuațiilor diofantice pătratice este așa numita ecuație de tip Pell. John Pell (matematician englez) a trăit între anii 1610 și 1685 și a predat la Universitatea din Amsterdam. Istoria acestei ecuații începe în anul 1657 când matematicianul francez Pierre Fermat (1601-1665) pune unui prieten de al său pe nume Frenicle de Bessy (1602-1675) următoarea problemă: „Dacă a este un număr întreg care nu este pătrat perfect, există soluții întregi (x, y) ale ecuației ax² + 1 = y²?” Cum Frenicle nu reuşeşte să o rezolve, Fermat face o circulară cu această problemă, aducându-o astfel la cunoştinţa lumii matematice a vremii sale. Doi matematicieni britanici – lordul W. Brouncker (1620-1684) şi John Wallis (1616-1703) rezolvă independent problema lui Fermat. Opt decenii mai târziu, după o sumară lectură a cărţii „Opera Matematică” a lui Wallis, Euler l-a creditat în mod eronat pe matematicianul englez John Pell cu primul studiu aprofundat al soluţiilor ecuaţiilor de forma x² - dy² = 1. Datorită autorităţii de necontestat a lui Euler din acea perioadă, de atunci încolo, ecuaţia propusă de Fermat a primit numele lui Pell, deşi în lucrările acestuia din urmă nu apare în nicio pagină vreo referire la o astfel de problemă. În gimnaziu, predarea-învăţarea ecuaţiilor contribuie esenţial la însuşirea de către elevi a limbajului algebric şi la formarea capacităţii de a extrage esenţialul dintr-o situaţie complexă, de a-l exprima într-o formă concisă. Spre deosebire de metoda aritmetică studiată în ciclul primar, metoda algebrică de rezolvare a ecuaţiilor se bazează adesea pe un algoritm, pe un set de reguli, astfel încât rezolvarea de probleme să se poată fi 67 / 331 redusă la punerea lor în ecuaţii şi ulterior soluţionarea acestora. Astfel, algebra elementară, studiată în gimnaziu contribuie esenţial la formarea de raţionamente de abordare a problemelor şi poate fi considerată mai curând ca o metodă în sine, decât ca un ansamblu de cunoştinţe. dactaţi un eseu de 1-2 pagini despre viaţa şi opera unuia dintre Aplicaţii teme de 1. Re atematicienii care au marcat teoria ecuaţiilor. reflecție m 2. Elaboraţi un test de evaluare pentru unitatea de învăţare „Ecuaţia de forma 2 ” la clasa a VIII-a. 0, , , , 0ax bx c a b c a+ += ∈ ≠ 3. Realizaţi o fişă de lucru diferenţiat, pentru elevii capabili de performanţă care să cuprindă minim 10 exerciţii cu ecuaţii (cu module, iraţionale, cu parte întreagă, cu parametru, diofantice, exponenţiale etc.) 68 / 331 De la ecuații în R la ecuații în C. Aplicații practice. De la ecuații în R la ecuații în C – sau curajul de a accepta rădăcinile pătrate ale numerelor negative. Istoria ecuaţiilor matematice a început, ţintind doar spre binele omenirii. Primele persoane care s-au ocupat de ecuații n-au încercat nimic altceva decât să răspundă unor nevoi cotidiene concrete. În urmă cu mii de ani au fost găsite aproape o jumătate de milion de tăbliţe cuneiforme care arătau că babilonienii stăpâneau o varietate de artificii matematice, anticipând astfel algebra și anunţând începuturile teoriei ecuaţiilor (ecuaţii în general liniare). Ulterior, aceste tipuri de ecuații au apărut mai frecvent în matematica egipteană. O altă treaptă de dezvoltare în domeniul ecuaţiilor algebrice o reprezintă ecuaţiile pătratice. Și chiar dacă grecii s-au îndepărtat de algebră, deci de ecuaţii, concentrându-se mai mult pe logică şi geometrie, tot un grec (considerat părintele algebrei), Diofant, a demonstrat o incredibilă creativitate şi pricepere în soluţionarea multor probleme; luând în considerare numai răspunsuri pozitive, iar dintre acestea, numai numere întregi sau raţionale. Dar aceasta a rezistat doar o perioadă; perioadă în care rolul progresist în matematică a fost prealuat de India şi lumea arabă. Cartea scrisă de Muhammad ibn Musa al- Khwarizmi, anume Kitab al-jabr wa al-muqabalah a fost sinonimă secole în şir cu teoria ecuaţiilor; de la cuvintele al-jabr din titlu provine şi termenul de algebră, iar algoritm de la o distorsionare a numelui autorului. Și așa cum problemele legate de arii au condus la ecuaţii pătratice, calculul volumelor unor corpuri a condus la ecuaţii cubice. A urmat marea contribuție a lui Rafael Bombelli care a realizat că nu se pot evita rădăcinile pătrate ale numerelor negative (evident un salt mintal colosal). Și astfel s-au prefigurat numerele imaginare (sau complexe). Rădăcina pătrată a lui a fost notată cu i abia în anul 1777 de către marele matematician 1− elveţian Leonhard Euler. De remarcat că, de-a lungul timpului, studiul ecuaţiilor a oferit poate o primă privire asupra unor noi tipuri de numere. De la numere naturale la numere întregi, întregi negative, apoi la cele raţionale şi iraţionale şi, în sfârşit, la cele imaginare. Și poate ne punem întredarea: procesul de extindere a conceptului de număr se încheie aici? ă ne gândim la jocul de rol. Dacă este „joc” suntem tentați să utilizăm Vârsta elevilor S această metoda la copiii de vârstă mică. În clasa a V-a au o vârstă potrivită din influențează selecția cest punct de vedere. Dar ce facem la fracții? Numărător, numitor, linie de metodelor de învățare? a fracție – sunt roluri care crează probleme la punerea în scenă a piesei „fracția”. Sunt și alte exemple, sau mai bine spus contraexemple. La clasa a X-a, întâlnim elevi a căror personalitate este deja bine conturată. Însă dacă ne gândim că nu putem să-i provocăm la mici jocuri, s-ar putea să ne înșelăm. Și jocurile se pot adapta la un anumit nivel de vârstă. Să urmărim un exemplu. (Kagan 1994) Găsește-ți perechea - este o tehnică utilă atunci când avem de- a face cu întrebări cu răspuns scurt, aplicații relativ simple sau exerciții de fixare a cunoștințelor. Fiecare elev este implicat în rezolvarea sarcinii de lucru. Procedeul este simplu. Se distribuie cartele cu exerciții, teoreme, părți de enunțuri, etc. Cartelele au două culori. Elevul se va ocupa de cartela lui, după care își va căuta perechea printre colegii care dețin cartele colorate 69 / 331 diferit de a lui. Sarcina elevului poate consta în a rezolva ecuația de pe cartelă, după care caută perechea care are aceeași mulțime de soluții; sau caută perechea cu răspunsul la întrebarea de pe cartelă, sau cu continuarea enunțului început, sau cu enunțul teoremei la o demonstrație pe care o are redactată. Se pot distribui cartele astfel încât să punem în corespondență mai mulți elevi, nu doar doi. Putem da cartele de trei sau mai multe culori, sau „botezăm” cartelele și solicităm să formeze triplete. Rezolvarea ecuațiilor permite aplicarea aceastei metode. De exemplu, distribuim cartele de două culori, cerem elevilor să rezolve ecuația, după care să-și caute perechea între colegii cu cartele cu cealaltă culoare, colegi care au aceeași mulțime de soluții. 12xx x (2-16)(2+1)=0 125+x= 2 )10(log3+ x 5= )2(log3+x-2log3= 1 x1+x2+ 2+2+2x=56 )72(log5+)10(log5+ x= x Pentru a fi siguri că se formează corect perechile, elevii vor colabora pentru a verifica că fiecare a obținut soluția corectă. Astfel vom atinge și alte obiective pe care le vizăm în general în educarea elevilor. Organizatorul grafic - ca metodă de învățare activă, facilitează esențializarea Alte idei de desfășurare unui material informativ, schematizând ideea/ideile. Teoria de specialitate ne a lecției practice de pune că organizatorii grafici se pot utiliza pentru prezentarea structurată a matematică s informației în cinci moduri. Și anume: • pentru monitorizarea structurilor de tip comparativ; • pentru structurile de tip descriere; • pentru structurile de tip secvențial; • pentru structurile de tip cauză-efect ; • pentru structurile de tip problemă-soluție. Organizatorul grafic este foarte util deoarece permite elevului să observe rapid ordinea pașilor într-un demers, secvențe care au fost uitate, respectarea tuturor condițiilor, etc. Să ne gândim doar la descrierea unui algoritm, dacă este făcută printr-un text în care pașii sunt enunțați treptat, elevul trebuie să lectureze acest text în întregime. Vizualizarea unei scheme ia mai puțin timp. Să urmărim un exemplu de organizator grafic pe care-l putem face în situația unor exerciții de recunoaștere a soluțiilor pentru un anumit tip de ecuații. 70 / 331 luții a∈, |a|=2k, k∈N S Zo − întregi. (*) 2x- 25 = 0 S = {±5} uții reale. 2S a∈, (*) x- 6 = 0 o Zl − (*) 2x+ a = 0 S = {±6} Soluții complexe. a∈N, (*) 2x+ 3 = 0 S = {±i3} Un alt exemplu, ecuația de gradul II : ax²+bx+c=0 ax² =0, S ={0} a, b, c din R și a ≠ 0 b   −,0 ax²+bx =0, S =  a   cc ax²+c =0, S = pt −> 0 −±   aa     cc −± S =  < 0  aipt a−   =0, bxx2− == =b²-4ac ∆ ∆ a21 ∆± − >0, bx2= ∆ a2,1 ∆±− <0, ibx2= ∆ ,1 a2 De asemenea organizatorii grafici sunt extrem de eficienți la sistematizarea noțiunilor în cazul unei lecții de recapitulare. 1. Realizați un material în care să prezentați regulile lui Tartaglia pentru Aplicaţii și teme de reflecție rezolvarea celor trei forme ale cubicei, reguli care erau puse în versuri. 71 / 331 Trigonometrie de la triunghiul dreptunghic la cercul trigonometric O istorie „discretă” dar lungă a trigonometriei Este dificil să se indice cu precizie începutul trigonometriei. Se pare că provine din astronomie, trecând prin trigonometria sferică și deschizând apoi cale trigonometriei plane. În astronomie era mai ușor să măsori unghiuri și mai dificil de a măsura distanțe. Astfel că o mare parte din istoria evoluției umane, are în paralel istoria trigonometriei chiar dacă nu a fost cunoscută sub acest nume încă din antichitate. Astăzi trigonometria este una dintre cele mai folosite tehnici matematice, fiind implicată în toate, de la topografie și navigație, la sistemele GPS din automobile. acă spicuim din conținuturile prevăzute în programa școlară a disciplinei Rapoarte constante sau D ăsim: funcții trigonometrice? g • Noţiuni de trigonometrie în triunghiul dreptunghic: sinusul, cosinusul, tangenta, cotangenta unui unghi ascuţit. Rezolvarea triunghiului dreptunghic. (clasa a VII-a) • Cercul; definiţie, elemente în cerc; unghi la centru. Măsura arcelor; arce congruente; teoreme referitoare la coarde şi arce. Poziţiile relative ale unei drepte faţă de un cerc; tangente dintr-un punct exterior la un cerc. Unghi înscris în cerc. (clasa a VII-a) • Măsurarea unghiurilor (goniometria); Cercul trigonometric; Funcții trigonometrice directe, proprietăți; Relații între funcțiile trig ale unui unghi; reducerea la primul cadran. (clasa a IX-a) În clasa a VII-a este prematur să utilizăm terminologie specifică funcțiilor trigonometrice, deoarece programa prevede introducerea noțiunii de funcție doar în clasa a VIII-a. Dar la finalul părții de materie „Relații metrice și elemente de trigonometrie” putem să aducem în discuție unde și când mai folosim aceste rapoarte (în studiul disciplinei). Lecțiile introductive în studiul unor capitole noi conțin un anumit volum de noțiuni noi care se definesc. Pentru formularea acestor definiții ne folosim de alte noțiuni cunoscute. Avem noțiuni cunoscute, dacă aceste noțiuni au fost definite anterior, sau sunt noțiuni fundamentale și sunt acceptate fără definiție. Toate acestea sunt argumente clare pentru pregătirea minuțioasă a lecțiilor de acest gen. Oricât de valoroase ar fi lecțiile introductive, dacă elevii debutează cu neînțelegeri/neclarități, acestea pot fi greu de înlăturat. Să ne oprim asupra unor enunțuri care introduc elemente de trigonometrie la clasa a VII-a. Exemplul 1. Într-un triunghi dreptunghic cu un unghi de măsură x, dacă 0º < x < 90º, numim sinus de x (notăm sin x), raportul dintre cateta opusă unghiului (cu măsură) x și ipotenuză. Elevul poate să-și pună o serie de întrebări: - de ce 0º < x < 90º și nu se definește ceva legat de unghiul drept? - de unde vine cuvântul sinus? 72 / 331 - de ce tocmai acest raport al catetei opuse și ipotenuză? - raportul o fi între lungimile celor două laturi? - sinus de x are anumite unități de măsură? Exemplul 2. Considerăm un unghi ascuțit al unui triunghi dreptunghic. Numim sinusul lui raportul dintre lungimea catetei opuse și lungimea ipotenuzei. Sinus se numește și o funcție trigonometrică, iar notația uzuală pentru aceasta este sin. Și acest enunț poate să determine elevul să-și pună tot felul de întrebări. Cum să procedăm? Asemănarea ne oferă suficiente date pentru a introduce noțiunile dorite. Vom alege exerciții experimentale sau de construcții geometrice. C'' C' C B A A' A'' (1) 30º 30º (2) A C B D (3) Situația din reprezentarea (1) este clară. Triunghiurile sunt asemenea (cu un unghi comun). Prin urmare nu avem nedumeriri legate de faptul că ′′′′′ rapoartele AC, CA′, CA au aceeași valoare. ′ CB′ BCCB′ Situația (2) poate fi reprezentată de elevi. În plan desenează două triunghiuri dreptunghice cu câte un unghi de 30º (sau o altă măsură). După care măsoară lungimile laturilor și calculează (cu aproximație) valoarea raportului dintre lungimea catetei opuse (unghiului de 30º ) și ipotenuză, pentru fiecare triunghi. 73 / 331 La (3) avem AC=AD. Primul raport este raportul dintre lungimea catetei BCAB AC și lungimea ipotenuzei BC din triunghiul ABC, iar cel de-al doilea este raportul dintre lungimea catetei AD și lungimea ipotenuzei AB din triunghiul ABD. Putem de asemenea să dăm elevilor să construiască diferite figuri geometrice (paralelogram, romb, trapez dreptunghic sau isoscel) având grijă ca printre elemente să fie și un unghi de 30º (un exemplu). Vor duce perpendiculare astfel încât unghiul de 30º să fie element al unui triunghi dreptunghic. După care vom verifica ce valoare are raportul dintre lungimea catetei opuse și lungimea ipotenuzei în fiecare dintre acestea. Acum elevii au convingerea că între măsura unui unghi și raportul lungimilor a două laturi (anumite laturi) este o legătură/relație. Putem folosi și „rapoarte constante”, fiind motivați de faptul că elevii au observat că, indiferent de configurația geometrică în care se află un unghi cu o anumită măsură, îi corespunde o aceeași valoare de raport. Vor intui de asemenea că este începutul unei părți necunoscute de materie și vor accepta și terminologie specifică din conținuturile viitoare. După care vom opta pentru denumirile cele mai potrivite nivelului clasei și vom continua cu materia. Pentru a elabora un model de instruire formativă se poate pleca de la o Cercul și cercul ibilă ierarhie a etapelor de instruire la geometrie, ceea ce ar ajuta elevii: trigonometric pos • să-și formeze scheme cognitive referitoare la concepte și reguli; • să-și formeze scheme operatorii de aplicare a acestora în probleme; • să elaboreze strategii rezolutive și să rezolve probleme. Fondul unui conținut problematic este alcătuit de cele mai multe ori din seturi de probleme înrudite după ideea de rezolvare, sau grupate în jurul unei proprietăți cu rol central în rezolvare. De ce nu am proceda la fel și în cazul anumitor conținuturi teoretice? Adică să alegem și să structurăm anumite conținuturi grupându-le astfel încât să asigurăm: • o organizare internă cognitivă care să faciliteze învățarea; • o omogenitate din punct de vedere a ideilor de abordare; • o corelare cu obiectivele instruirii. Din aceste considerente, în clasa a IX-a când urmează să predăm cercul trigonometric, să o facem folosind următoarea configurație de noțiuni: segment de dreaptă, dreaptă suport a unui segment, axă, vector, cerc, reper 74 / 331 cartezian, cerc trigonometric. Astfel va fi firească parcurgerea cercului în două sensuri, după parcurgerea pe axă în sens pozitiv respectiv negativ; iar asocierea cu sensul mișcării acelor de ceasornic, de asemenea. acă ne gândim la problemele din Papirusul lui Rhind, parcă nu ne mai Aplicații în situații practice D blema construirii piramidelor din Egipt. Dacă punem atât de acut pro venim încet în timp, nu ne mai surprind nici alte construcții spectaculoase realizate de om. Mai ales că treptat s-au înregistrat progrese tehnologice care cu puțin timp în urmă păreau de neimaginat. La fel ca și geometria sintetică sau vectorială, trigonometria are conținuturi cu „rezonanță” practică. Astfel avem șansa de a utiliza foarte des problematizarea (profesorul trebuie să folosească orice ocazie pentru a prezenta o situație-problemă) , modelarea (de regulă solicităm o reproducere a unui sistem, reproducere care este cu caracter analog cu originalul, și care poate fi figurativă, simbolistă, scrisă sau mintală) și studiul de caz. Prezentăm câteva exemple de probleme generate de situații practice simple, în care regăsim elemente trigonometrice Exemplul 1. Pe un teren agricol, se utilizează pentru recoltare o combină. Ce unghi face brațul acestei combine agricole, dacă capătul acestuia se află la înălțimea de 2,4 metri față de baza remorcii, iar între capătul de racord al brațului la combină și centrul bazei de la remorcă este o distanță de 2,4 metri (aceste două puncte fiind la același nivel, pe o direcție paralelă cu orizontala solului). Se poate realiza și o reprezentare geometrică a situației cu precizarea valorică pentru elementele cunoscute. Exemplul 2. O mașină parcată neregulamenter, a fost ridicată și remorcată cu una dintre mașinile disponibile pentru astfel de acțiuni. Ce lungime are cablul brațului de ancorare al masinii (cablul cu cârlig), dacă brațul fix al mașinii de tractare este de 3,2m iar unghiul pe care-l face cu orizontala este 030. Desigur că problema se poate reformula, modificând datele și cerințele. De asemenea, poate fi „complicată”, dacă discutăm și despre rezistența cablului cu cârlig în funcție de greutatea mașini remorcate. Exemplul 3. La aniversarea nepotului său Andrei, bunicul Vasile dorește să-i facă o surpriză. Pentru aceasta el apelează la o firmă care, din curtea vecină va trebui să arunce „bombe” cu confetti în momentul când ceilalți copii îi vor cânta „La mulți ani!”. Tunul care proiectează acele bombe a fost amplasat la 4 metri de gard, iar gardul are 2,2 m înălțime. Care ar fi o măsura pentru unghiului la care 75 / 331 trebuie să se ridice tija tunului, pentru a fi siguri că bombele vor fi aruncate peste gard? Și această problemă se poate reformula: dăm măsură pentru unghi, distanța față de gard și verificăm dacă „bombele” trec gardul. Desigur că vom stabili pentru curba traiectoriei bombelor, un maxim care se atinge deasupra gardului. Exemplul 4. Un avion aflat în zbor deasupra Pacificului, primește o înștiințare privind existența unei zone de turbulență aflată în fața lui, pe direcția de zbor, la 1800 km. Zona de turbulență se întinde pe o suprafață care are o lățime de 450 km (centrul zonei îl considerăm pe direcția de zbor). Cu ce unghi trebuie să devieze avionul de la direcția sa de zbor pentru a fi sigur că ocolește complet acea zonă de turbulență. ăsiți un exemplu de activitate cotidiană care să poată fi subiectul unei Aplicaţii și teme de reflecție 1. G probleme cu rezolvare trigonometrică. 2. Creați o situație care să necesite argumentarea, cel puțin orală, a demersului unei probleme (de exemplu: rezolvarea inecuațiilor trigonometrice prin asociere cu forme algebrice, sau cu ajutorul proprietăților funcțiilor trigonometrice) 76 / 331 Probleme de mişcare la ciclul primar şi gimnazial Metodologia predării-învăţării problemelor de mişcare Rezolvarea unor probleme concrete din viaţa de zi cu zi, când timpul este considerat o resursă importantă, când distanţele parcurse de oameni sunt din ce în ce mai mari, când vitezele mobilelor sunt adaptate nevoilor omului modern, impune cunoştinţe de calcul a timpului de deplasare, a spaţiului de parcurs, a vitezei cu care călătorim cu diferite mijloace. În scopul eficientizării activităţii sale, omul trebuie să cunoască relaţiile dintre aceste mărimi, pentru a-şi putea proiecta în mod realist activităţile cotidiene. Acest lucru este realizabil prin rezolvarea unor „probleme de mişcare”. in categoria problemelor de mişcare fac parte acele probleme care vizează Caracteristici D plasarea rectilinie şi uniformă a unor corpuri, numite mobile (mașini, biciclişti, generale ale de problemelor de pietoni, trenuri etc). mişcare Există trei variabile întâlnite în problemele de mişcare: • Spaţiul / distanţa (d) este reprezentat de lungimea drumului parcurs de un mobil şi se exprimă în unităţi de măsură pentru lungime. • Viteza (v) este reprezentată de numărul unităţilor de lungime parcurse de mobil într-o unitate de timp. Se exprimă în km/h, m/s, m/h etc. • Timpul (t) este reprezentat de numărul unităţilor de timp în care se parcurge o distanţă. Se exprimă în secunde, minute, ore etc. Mişcarea uniformă este exprimată prin legea: d = v x t dd Din această lege fundamentală se deduce că: v = şi t = . tv Rezolvarea problemelor de mişcare constă în aflarea unei mărimi când se cunosc alte două, care sunt în relaţie cu prima. Valenţele formative ale rezolvării unor astfel de probleme constau în stimularea flexibilităţii gândirii, capacităţii de analiză şi sinteză, a originalităţii, dezvoltarea perseverenţei şi spiritului iscoditor. Tipuri de probleme • probleme de mişcare în acelaşi sens, denumite şi probleme de urmărire; de mişcare • probleme de mişcare în sens contrar, denumite şi probleme de întâlnire. ceste probleme presupun deplasarea a două mobile în aceeaşi direcţie. Din Probleme de A această categorie se pot întâlni: mişcare în acelaşi sens. Algoritmul de probleme în care mobilele pornesc din acelaşi punct, pe acelaşi parcurs, rezolvare • dar la diferenţă de timp unul faţă de celălalt. Exemplu: Un maratonist, având viteza de 6 km/h pleacă din oraşul A. După 5 ore pleacă în urmărirea lui un biciclist ce se deplasează cu viteza de 21 km/h. În cât timp îl ajunge biciclistul pe maratonist şi la ce distanţă de oraşul A? Rezolvare: − Pentru început se realizează schema grafică: 77 / 331 − Vom afla ce distanţă (d) a parcurs maratonistul în 5 ore, pentru a şti câţi kilometri are de recuperat biciclistul: 6 x 5 = 30 (km). − În continuare se va afla câţi kilometri recuperează biciclistul într-o oră: 21 – 6 = 15 (km). − Ştiind că acesta are de recuperat 30 km şi că el recuperează într-o oră 15 km, putem afla după cât timp îl ajunge din urmă pe maratonist: 30 : 15 = 2 (ore). − Distanţa pe care o parcurge bicilistul din oraşul A până la punctul de întâlnire, este distanţa parcursă de el cu viteza de 21 km/h timp de 2 ore: 21 x 2 = 42 (Km) sau distanţa pe care o parcurge maratonistul mergând cu viteza de 6 km/h timp de 7 ore (5ore + 2ore): 6 x 7 = 42 (km). − Deci, biciclistul îl prinde din urmă pe maratonist după 2 ore, la 42 km distanţă de oraşul A. • probleme în care mobilele pornesc din acelaşi punct, în acelaşi timp, pe acelaşi parcurs, dar având viteze diferite unul faţă de celălalt. Exemplu: Doi pietoni parcurg distanţa dintre două localităţi A şi B, pornind în acelaşi timp din A. Primul pieton a sosit în B cu 2 ore mai târziu decât al doilea. Viteza primului pieton este de 4 km/oră, iar a celui de-al doilea de 6 km/oră. Să se determine distanţa dintre cele două localităţi. Rezolvare: 4 km/oră /oră 6 km − Vom afla mai întâi distanţa pe care o are de recuperat primul pieton din momentul în care cel de-al doilea ajunsese deja în localitatea B: 2 x 4 = 8 (km) − În continuare vom afla cu câţi km/oră se deplasează mai repede al doilea pieton decât primul: 6 – 4 = 2 (km/oră) − Ştiind că al doilea pieton se deplasează având o viteză cu 2 km/oră mai mare decât primul, parcurgând cu 8 km mai mult decât acesta, putem afla timpul în care el parcurge distanţa A–B: 8 : 2 = 4 (ore) − Dacă al doilea pieton merge 4 ore cu o viteză de 6 km/oră, rezultă că distanţa dintre A şi B va fi : 78 / 331 6 x 4 = 24 (km) Răspuns: 24 km • problemele în care mobilele pornesc în acelaşi timp, dar din puncte diferite ale aceluiaşi parcurs. Exemplu: Distanţa Bucureşti – Ploieşti este de 60 Km. Din cele două oraşe pleacă în acelaşi timp două trenuri mergând în acelasi sens. Cel ce porneşte din Bucureşti merge cu viteza de 100 km/oră, iar cel care porneşte din Ploieşti cu 70 km/oră. După cât timp îl va ajunge primul tren pe al doilea? Rezolvare: 100km/oră 70km/oră 60 km − Cele două trenuri se deplasează în acelaşi sens, adică unul îl urmăreşte pe celălalt. Vom afla, mai întâi distanţa pe care o recuperează primul tren într-o oră: 100 – 70 = 30 (km/oră) − Știind că distanţa pe care primul tren o are de recuperat este de 60 km, iar el recuperază într-o oră 30 km, putem afla timpul după care primul tren îl ajunge pe al doilea: 60 : 30 = 2 (ore) Răspuns: 2 ore ceste probleme presupun deplasarea a două mobile unul către celălalt. Probleme de A Exemplu: mişcare în sens oi biciclişti pleacă în acelaşi timp: Alin din oraşul A, iar Bianca din oraşul B. contrar. Algoritmul D lin se deplasează cu o viteză medie de 25 km/oră, iar Bianca cu 28 km/oră. de rezolvare A Distanţa dintre cele două oraşe este de 212 km. După cât timp şi la ce distanţă de oraşul A se vor întâlni? Rezolvare: 25 km/oră 28 km/oră − Putem afla distanţa pe care ambii212 km bicilişti o parcurg într-o oră: 25 + 28 = 53 (km) − Cunoscând distanţa totală şi distanţa parcursă de biciclişti (împreună) pe oră, putem afla timpul scurs de la plecare până la întâlnire: 212 : 53 = 4 (ore) − Știind că Alin, plecând din A merge timp de 4 ore cu viteza de 25 km/oră, putem afla la ce distanţă de A s-a produs întâlnirea: 4 x 25 = 100 (km) Răspuns: 4 ore; 100 km 79 / 331 Aceste categorii de probleme se rezolvă, la clasa a IV-a, prin raţionament aritmetic. Ele presupun, ca o primă etapă în rezolvare, realizarea unei scheme grafice în care se reprezintă traiectoria rectilinie pe care se mişcă mobilele, indicându-se printr-o săgeată sensul mişcării. De asemenea, se figurează prin segmente orientate vitezele mobilelor; apoi se trece la aplicarea algoritmului de rezolvare, ca în exemplele de mai sus. Numai după ce elevii au deprins algoritmul unui anume tip de problemă, rezolvând mai multe probleme de acelaşi tip, se poate trece la etapa de generalizare a rezolvării, elevii „descoperind” prin efort propriu formulele implicate. Continuitatea • Problemele simple de mişcare de aflare a uneia dintre mărimi, atunci când se activităţilor de cunosc celelalte două se pot rezolva cu elevii imediat după învăţarea înmulţirii predare-învăţare a şi împărţirii. problemelor de mişcare Exemple: a) Ce distanţă parcurge o albină care se deplasează timp de 5 minute cu viteza de 8 metri pe minut? b) În cât timp parcurge un avion distanţa de 600 km ştiind că viteza de deplasare este de 200 km pe oră? • Problemele complexe de mişcare (de urmărire şi de întâlnire), fac parte dintre conţinuturile mai dificile ce pot fi abordate la clasa a IV-a, de aceea recomandăm a fi lucrate cu elevii care au aptitudini matematice, în cadrul activităţilor suplimentare de pregătire pentru concursuri şcolare sau la cercurile de matematică. Activitatea de rezolvare a problemelor de mişcare continuă la clasele gimnaziale, când devine conţinut obligatoriu în programa şcolară. Vor fi abordate cu întreaga clasă, având în vedere dezvoltarea progresivă a capacităţii de abstractizare şi generalizare a elevilor la acestă vârstă. puneţi o problemă de întâlnire şi una de urmărire pentru elevii cercului de Aplicaţii și teme de 1. Com atematică din clasa a IV-a. reflecție m 2. Enunţaţi legea mişcării uniforme. 80 / 331 Probleme care se rezolvă prin metoda figurativă (grafică) Predarea-învăţarea metodei grafice de rezolvare a problemelor aritmetice Problema tipică este acea construcţie matematică a cărei rezolvare se realizează pe baza unui anumit algoritm specific. O asemenea problemă este uşor de rezolvat dacă este încadrată într-o anumită categorie, al cărei algoritm de rezolvare este cunoscut. Metoda figurativă (grafică) de rezolvare a problemelor este singura categorie de problemă-tip menţionată explicit între conţinuturile curriculum-ului pentru clasele primare. Elevii clasei a IV-a rezolvă aritmetic o amplă categorie de probleme tipice aplicând metoda figurativă. Dintr-o anumită perspectivă se poate spune că problemele care se rezolvă Metoda grafică. Aspecte rin metoda figurativă nu le putem include strict în categoria celor tipice, generale p deoarece nu putem găsi un algoritm aplicabil tuturor acestor probleme. Punctul comun al acestora este reprezentarea grafică a mărimilor necunoscute şi evidenţierea prin desen (grafic) a relaţiilor dintre acestea. Problemele care se rezolvă prin metoda grafică implică din partea elevilor un efort suplimentar de atenţie în însuşirea enunţului. Insuficienta înţelegere a enunţului are drept consecinţă realizarea eronată a graficului, ceea ce implică obţinerea unor rezultate false. Recomandăm ca la clasă să se repete datele problemei, să se analizeze, profesorul să intervină cu explicaţii şi completări, iar acolo unde este cazul să se reformuleze unele date pentru a le clarifica, astfel încât acestea să fie cât mai bine înţelese de către elevi. Aceste probleme pot fi clasificate în două mari categorii: Modalităţi de reprezentare grafică a mărimilor • Probleme cu mărimi figurate prin segmente, având date sau mărimi continue; • Probleme cu mărimi figurate prin simboluri, având date sau mărimi discrete, ce pot fi numărate (şi reprezentate) una câte una şi care se pot pune în corespondenţă după anumite criterii. În acestă categorie distingem mai multe tipuri de probleme: Probleme cu mărimi figurate prin segmente. • Probleme în care se cunosc suma şi diferenţa numerelor Algoritmi de rezolvare prin Exemplu: raţionament aritmetic În două coşuri sunt 99 de pere, în primul aflându-se cu 11 pere mai multe decât în cel de-al doilea. Câte pere sunt în fiecare coş? În acest caz graficul se realizează astfel: Efectuarea calculelor se face după algoritmul cunoscut. Există două procedee: a) Din total se scade diferenţa, apoi prin împărţire la 2 se calculează numărul mai mic, în cazul nostru numărul perelor din al doilea coş, iar prin adunare se determină numărul perelor din primul coş, astfel: 81 / 331 99 – 11 = 88 (pere) – am aflat suma perelor din cele două coşuri dacă în fiecare coş ar fi existat un număr de pere egal cu cel din al doilea coş; 88 : 2 = 44 (pere) – numărul perelor din al doilea coş; 44 + 11 = 55 (pere) – numărul perelor din primul coş. b) La total se adaugă diferenţa, apoi prin împărţire la 2 se determină numărul mai mare, adică numărul perelor din primul coş, iar prin scădere se va afla numărul mai mic, adică numărul perelor din al doilea coş, astfel: 99 + 11 = 110 (pere) – am aflat suma perelor dacă în ambele coşuri ar fi fost pere în număr egal cu cel din primul coş; 110 : 2 = 55 (pere) – numărul perelor din primul coş; 55 – 11 = 44 (pere) – numărul perelor din al doilea coş. • Probleme în care se cunosc suma şi raportul numerelor Exemplu: În două butoaie se află 335 l de ulei. Să se afle câţi litri de ulei se află în fiecare butoi dacă într-unul se află o cantitate de 4 ori mai mare decât în celălalt. Prima etapă în rezolvarea problemei este realizarea graficului: În acest caz algoritmul de rezolvare este altul decât cel anterior: Se împarte suma la numărul părţilor egale figurate în desen, determinând astfel numărul mai mic, apoi se înmulţeşte numărul mai mic cu numărul părţilor egale cuprinse în numărul mai mare, astfel: 335 : 5 = 67 (litri) – în al doilea butoi; 67 x 4 = 268 (litri) – în primul butoi. • Probleme în care se cunosc diferenţa şi raportul numerelor Exemplu: Albina Ina a cules de 3 ori mai multe grăunţe de polen decât albina Lina. Aflaţi câte grăunţe de polen a adunat fiecare albină, ştiind că Ina are cu 34 de grăunţe mai multe decât Lina. În acest caz graficul va arăta astfel: Algoritmul de rezolvare al acestui tip de problemă este asemănător cu cel anterior: Diferenţa se împarte la numărul părţilor egale cuprinse în aceasta, determinându-se astfel numărul mai mic, în cazul nostru numărul 82 / 331 grăunţelor de polen culese de Lina, apoi prin înmulţire se află şi numărul mai mare, numărul grăunţelor Inei, astfel: 34 : 2 = 17 (grăunţe) – Lina 17 x 3 = 51 (grăunţe) – Ina • Alte tipuri de probleme ale căror mărimi sunt figurate prin segmente În cele ce urmează vom da câteva exemple însoţite de graficele corespunzătoare: a) Suma a 5 numere consecutive este 90. Aflaţi numerele. 1 b) 3 din numărul trandafirilor dintr-o florărie reprezintă cât din 53 numărul crizantemelor. Câţi trandafiri şi câte crizanteme sunt dacă împreună numără 140 de fire? c) Trei copii au împreună 51 de prune. După ce primul mănâncă 4 prune, al doilea 7 şi al treilea 3, fiecare a rămas cu acelaşi număr de prune. Câte prune a avut fiecare copil la început? O greşeală frecvent întâlnită la elevi este figurarea părţilor egale din grafic prin segmente inegale, fapt care îngreunează raţionamentul. De aceea profesorul trebuie să insiste pe desenarea corectă a mărimilor. Sugerăm folosirea unor etaloane pentru reprezentarea părţilor egale. În cazul acestor tipuri de probleme reprezentarea mărimilor se realizează Probleme cu mărimi n simboluri simple, alese aleator de către elev. Simbolurile pot fi: figurate prin simboluri pri cercuri, pătrate, dreptunghiuri, litere, steluţe etc. Exemplu: Pentru un dans tematic, dacă se organizează grupe formate din câte un băiat şi 2 fete vor rămâne 3 fete neincluse în grup, iar dacă se formează grupe alcătuite dintr-un băiat şi 3 fete, ar mai trebui încă 2 fete. Câte fete şi câţi băieţi participă la dans? Pentru a realiza graficul unor astfel de probleme trebuie să figurăm 83 / 331 mărimile una câte una şi să le punem în corespondenţă, ilustrând neapărat ambele situaţii descrise în problemă. Vom reprezenta un băiat cu ajutorul simbolului, iar o fată cu simbolul . Vom figura pentru început situaţia în care grupele sunt compuse dintr-un băiat şi 2 fete şi în paralele situaţia în care grupele sunt formate dintr-un băiat şi trei fete: ............................................................................................... Numărul copiilor este acelaşi în ambele situaţii. Pentru a forma grupe de 1 băiat şi 3 fete redistribuim fetele astfel: 3 fete dintre cele rămase iniţial fără grup şi încă 1 fată care se afla într-un grup de 3 copii. Câte fete vom muta? 3 + 1 = 4 (fete) Fiindcă se adaugă câte o fată fiecărei grupe nou-formate, înseamnă că s-au format 4 grupe complete (alcătuite din 1 băiat şi 3 fete) şi o grupă incompletă alcătuită dintr-un băiat şi o fată (aşa cum rezultă din grafic). Aşadar, numărul băieţilor este: 4 + 1 = 5 (băieţi); Iar numărul fetelor este: 4 x 3 + 1 = 13 (fete) Acest tip de problemă este mai greu de înţeles pentru elevii din clasa a IV- a, având un grad de abstractizare mai mare. Recomandăm ca, în cazul în care elevii nu-şi reprezintă redistribuirea mărimilor prezente în problemă, să se abordeze problema intuitiv, utilizându-se obiecte concrete pe care elevii să le manipuleze conform datelor acesteia. Deosebit de importantă pentru înţelegerea algoritmilor de rezolvare a problemelor prin metoda figurativă este şi activitatea de compunere a unor astfel de probleme. Aceasta se poate face pornind de la un grafic dat, după modelul uneia rezolvată anterior, de la mărimi date sau o temă dată. Compunerea de probleme stimulează creativitatea elevilor, independenţa în gândire, flexibilitatea gândirii şi originalitatea la cele mai înalte cote. oncepeţi o fişă de evaluare pe care o veţi aplica la sfârşitul capitolului Aplicaţii și teme de reflecție 1. C „Probleme care se rezolvă prin metoda figurativă”, la clasa a IV-a. 2. Compuneţi o problemă a cărei rezolvare presupune figurarea mărimilor una câte una, cu ajutorul simbolurilor. 84 / 331 De la geometria sintetică la geometria vectorială în poligoane Aspecte privind proiectarea temelor de geometrie la gimnaziu şi liceu Interesul faţă de modul în care se face predarea-învăţarea geometriei în şcoală este justificat prin faptul că geometria intervine prin conceptele cu care operează: metodele specifice, reprezentările pe care le propune, sistemele axiomatice pe care se bazează, în numeroase ramuri ale matematicii şi ştiinţelor, adesea într-un mod neaşteptat. De asemenea, studiul geometriei antrenează elevii în deprinderea raţionamentului matematic, activând atât mecanismele deductive, cât şi imaginaţia inductivă şi le oferă o serie de instrumente pentru investigarea lumii înconjurătoare. Într-un sens larg, învăţarea geometriei pregăteşte elevul pentru aprofundarea altor teorii matematice mai abstracte. Astfel, datorită contribuţiei pe care o are şi la dezvoltarea însuşirilor psihice ale elevilor, geometria reprezintă o componentă esenţială în formarea la elevi a unor valori, atitudini şi competenţe necesare pentru dezvoltarea personală armonioasă şi incluziune socială şi pe piaţa muncii. Scopul abordării acestei teme este acela de a antrena cadrele didactice într-un proces de reflecţie asupra: • obiectivelor predării geometriei la gimnaziu şi liceu; • strategiilor metodice şi metodologice aplicate în predarea-învăţarea geometriei; • modului în care pot fi motivaţi elevii în învăţarea geometriei. Atât structura programei şcolare cât şi conţinuturile propuse pentru studiul geometriei Obiectivele predării unt realizate de aşa manieră, încât predarea-învăţarea geometriei să se facă în acord cu geometriei s modelul stadial al dezvoltării intelectuale la şcolari propus de Jean Piaget. 1. Stadiul operaţiilor concrete - 7-12 ani, clasele I-IV - obiectivele urmărite în predarea geometriei vs. activitatea elevilor: • familiarizarea cu obiectele geometrice, cunoaşterea bazată pe intuiţie şi sprijinită pe modele vizuale. • pregătirea pentru introducerea conceptelor geometrice, bazată pe observare şi intuiţie- etapă pregeometrică. • elevii observă, măsoară concret obiecte, le clasifică, ierarhizează, desenează după un model dat. 2. Stadiul operaţiilor formale - începe la 11-12 ani şi durează toată perioada adolescenţei - obiectivele urmărite în predarea geometriei vs. activitatea elevilor: • „edificarea conceptelor geometrice, a abstracţiunilor, clarificarea mai bună a relaţiilor concret-abstract, intuitiv-conceptual, formarea unor entităţi mintale bine conturate. […]; • consolidarea deprinderilor de calcul aritmetic şi algebric; • dezvoltarea la elevi a capacităţii de a executa construcţii geometrice corecte” (Metodica predării geometriei în gimnaziu, Olimpia Popescu, Valeria Radu); • se formează la elevi raţionamente de tipul „dacă...atunci”; • elevii studiază figurile geometrice prin prisma proprietăţilor acestora şi le clasifică; • elevii rezolvă probleme de geometrie în care aplică şi numeroase cunoştinţe de calcul 85 / 331 aritmetic sau algebric – capitolul Relaţii metrice, Arii, Cercul, Elemente de calcul vectorial etc.; • elevii construiesc figuri geometrice descrise în cuvinte prin proprietăţi şi relaţii specifice, utilizând instrumente de măsură,; • există încă tendinţa de a asocia obiectul geometric cu figura care îl ilustrează; • elevii învaţă să opereze cu definiţii şi teoreme şi să realizeze demonstraţii logice; • elevii deprind metode de demonstraţie specifice geometriei: metoda concurenţei, metoda coliniarităţii, metoda construcţiilor geometrice, metoda analitică, metoda vectorială etc. Profesorii Pierre van Hiele şi Dina van Hiele-Geldof au dezvoltat un model care le poartă numele asupra nivelelor de gândire în geometrie prin care trece un elev atunci când studiază geometria. Schema de mai jos sintetizează ideile dezvoltate de teoria Van Hiele. Modelul van Hiele - Teoria asupra gândirii geometrice http://proactiveplay.com/the-van-hieles-model-of-geometric-thinking/ Geometria oferă profesorilor oportunitatea de a forma la elevi o gândire matematică Nivelurile înţelegerii lexibilă, bazată pe activităţi de tipul: geometriei descrise în f modelul van Hiele. • observare-investigare, • organizare a datelor, • corelare a informaţiilor, • abstractizare, • sintetizare, • generalizare etc. În etapa de vizualizare: Clasele III–V • formele geometrice sunt percepute ca întreg, fără ca atenţia să fie orientată către proprietăţile acestora; • elevul poate identifica, de exemplu, un dreptunghi sau un romb dintr-o mulţime de figuri geometrice, dar nu se bazează pe proprietăţi specifice acestora, ci pe asemănările intuite la o anumită clasă de obiecte. 86 / 331 În etapa de analiză: Clasele V-VI • formele geometrice sunt recunoscute după proprietăţile acestora; • elevul este capabil să identifice într-un paralelogram perechile de laturi paralele şi că un patrulater care are două perechi de laturi opuse paralele este paralelogram. În etapa de deducţie informală: Clasele VI-VII • observă relaţiile dintre diferite obiecte geometrice, pe baza definiţiilor şi a proprietăţilor, • elevul poate identifica un patrulater pe baza definiţiei date şi poate găsi relaţii de incluziune între diferite clase de patrulatere (de exemplu, pe baza definiţiei, elevul poate stabili că un pătrat este un dreptunghi cu laturile consecutive congruente). În etapa de deducţie formală: Clasele VII-VIII • se construiesc demonstraţii bazate pe axiome, definiţii şi teoreme cu posibilitatea găsirii de metode alternative; • dacă elevului i se dau trei proprietăţi despre un patrulater el poate deduce logic, prin implicaţii derivate din teoreme, care este natura patrulaterului. În etapa de rigurozitate: Clasele VIII-XII • sunt înţelese şi aprofundate noţiunile abstracte cu care operează geometria, • elevii cunosc modul de construcţie şi structura unui sistem axiomatic, • elevii înţeleg că există şi alte sisteme axiomatice în afara celui hilbertian şi că o problemă de geometrie poate fi abordată şi prin metoda vectorială sau analitică. cesul activităţilor didactice este adesea măsurat prin raportare la competenţele Sugestii pentru Suc . De aceea, o lecţie de geometrie bine proiectată devine uşor predarea cu succes a specifice dobândite de elevi ecţie bine învăţată de elevi. geometriei la o l gimnaziu şi liceu În acest sens, profesorii pot avea în vedere următoarele recomandări: • Aprofundaţi analiza programei şcolare şi configurarea listelor de conţinuturi pe „verticală” – conţinuturi legate de temele de geometrie vizate. De exemplu: − în predarea teoremei lui Pitagora (clasa a VII-a) puteţi anticipa că în programa de liceu elevii vor studia teorema cosinusului - teorema lui Pitagora generalizată. − de asemenea, în prezentarea rapoartelor constante în triunghiul dreptunghic (clasa a VII-a) puteţi avea în vedere că tema va fi reluată în clasa a IX-a în studiul elementelor de trigonometrie. 87 / 331 • Conexaţi conţinuturile ştiinţifice ale disciplinei, din nivelul de clasă anterior şi respectiv din cel corespunzător anului şcolar în desfăşurare, pentru introducerea noţiunilor noi; De exemplu: − pentru demonstrarea proprietăţilor patrulaterelor (clasa a VII-a) se vor relua proprietăţile triunghiurilor şi cazurile de congruenţă studiate în clasa a VI-a. − de asemenea, pentru o mai bună înţelegere, cazurile de asemănare ale triunghiurilor pot fi prezentate comparativ cu cazurile de congruenţă deja studiate. • Introduceţi noţiunile noi prin exemple sau prin asociere cu situaţii cunoscute, eventual aplicaţii practice, în special pentru elevii din gimnaziu; De exemplu: − prezentarea noţiunii de suprafaţă se poate face pornind de la obiecte geometrice familiare elevilor: aria unui covor, aria sălii de clasă etc. − noţiunea de vector poate fi pusă în legătură cu mărimile vectoriale deja studiate la disciplina fizică: viteză, acceleraţie, forţă, etc. • Asiguraţi-vă că elevii au asimilat noţiunile primare despre figurile geometrice şi proprietăţile lor; De exemplu: − cereţi elevilor să enunţe definiţii şi proprietăţi ale figurilor geometrice la care se face referire într-o problemă, − dacă introduceţi teorema despre concurenţa liniilor importante, cereţi elevilor să le definească şi să le construiască. • Propuneţi contexte variate în care elevii să exerseze diferite construcţii geometrice; • Formaţi la elevi deprinderi de calcul ale unor dimensiuni, perimetre sau arii; • Propuneţi spre rezolvare probleme practice pentru care se folosesc raţionamente geometrice, calcule prin formule şi transformări ale unităţilor de măsură; De exemplu: − La clasa a VIII-a se poate propune ca aplicaţie o problemă de tipul: Un cort are forma unei prisme triunghiulare regulate ABCA’B’C’.Se ştie că ABm şi BB’=3m. Calculaţi înălţimea cortului şi stabiliţi dacă un om cu o înălţime de 1,80 m poate sta în picioare drept, în cort sau trebuie să stea aplecat pentru a încăpea. Câţi m2 de material au fost necesari pentru confecţionarea cortului? • Exersaţi cu elevii reprezentarea plană a unor corpuri geometrice cunoscute; • Cereţi elevilor să utilizeze limbajul calculului vectorial pentru a descrie probleme practice; De exemplu: − La clasa a IX-a poate fi propusă următoarea situaţie pentru a exemplifica adunarea vectorilor: Un scripete mobil are punctul de sprijin la unul dintre capetele cablului. Asupra acestui scripete acţionează trei forţe: activă (F), rezistentă (R) şi de sprijin (S). Aceste forţe se compun vectorial, forţele activă şi cea de sprijin fiind egale ca 88 / 331 mărime, iar forţa rezistentă fiind în acest caz egală cu diagonala paralelogramului. Dacă cele trei forţe sunt paralele (de exemplu la ridicarea unei anumite greutăţi), forţa activă este egală cu cea de sprijin, ambele fiind doar jumătate din greutatea ridicată. • Solicitaţi elevilor să caracterizeze sintetic şi vectorial o configuraţie geometrică dată; De exemplu: o La clasa a IX-a se poate propune următoarea problemă: În triunghiul ABC, M şi N sunt mijloacele laturilor [AB], respectiv [AC]. Atunci 1 şi . La clasă puteți analiza comparativ rezolvările prin MN BC 2MN BC= metoda sintetică şi vectorială ale aceleiaşi probleme; o Soluţie sintetică (la nivelul clasei a VII-a): 1==ANAM NCMB Cum M şi N sunt mijloacele laturilor, atunci putem scrie Aplicând reciproca teoremei lui Thales, obţinem că MN || BC 1AN ABC AMN∆∆ Din 11AM AM=, analog obţinem şi de 2MB AB⇒= 2AC= 1MN unde rezultă că , deci BC=2MN. 2BC= o Soluţie vectorială (la nivelul clasei a IX-a): Cum M, N sunt mijloacele laturilor [AB] şi [AC] implică: 11 BCMNrrrrB=)(=⇔ CMN− 22− deci MN || BC şi 1MN BC=. 2 • Realizaţi conexiuni interdisciplinare şi transdisciplinare ale temei. Efectuarea unei demonstraţii complete şi corecte ale unei probleme de geometrie poate Strategii metodice şi i considerată adesea un proces complex, dificil de înţeles de către elevi. metodologice aplicate f ugerăm câteva reguli bune de urmat de către elevi în abordarea unei probleme de în predarea-S învăţarea geometriei geometrie: 89 / 331 • Citeşte enunţul cu atenţie! Acest lucru presupune: - înţelegerea noţiunilor geometrice la care se face referire în text (de aceea este indicată o reactualizare a noţiunilor prin definirea lor); - o posibilă reformulare a enunţului, din memorie, cu ajutorul figurii. • Realizează o figură geometrică asociată problemei! Acest lucru presupune: - folosirea instrumentelor geometrice corespunzătoare; - utilizarea implicită a unor tehnici şi metode de construcţie şi a unor proprietăţi ale figurilor geometrice. • Descifrează enunţul problemei! Acest lucru presupune: - separarea datelor cunoscute (ipoteza) de ceea ce se cere (concluzia); - corelarea datelor problemei cu figura asociată; - identificarea unor probleme similare deja rezolvate; - „spargerea” problemei în probleme mai simple prin parafrazarea concluziei. • Selectează metoda potrivită! Acest lucru presupune: - cunoaşterea unor metode şi procedee de rezolvare a problemelor de geometrie; - construirea de raţionamente, pornind de la datele problemei, axiome, teoreme şi definiţii asociate conceptelor întâlnite în enunţ. • Redactează rezolvarea! Acest lucru presupune: - stabilirea unor relaţii (de congruenţă, asemănare, echivalenţă etc.) între elementele date; - transcrierea în limbaj simbolic a raţionamentului; - verificarea faptului că toate ipotezele problemei au fost implicate în demonstraţie; - finalizarea demonstraţiei prin punerea în evidenţă a faptului că răspunsul obţinut este în acord cu cerinţa problemei. • Analizaţi rezolvări alternative! Acest lucru presupune: - studierea altor posibile căi de rezolvare alternative; - discutarea în grup a soluţiilor; - generalizarea sau particularizarea problemei. Deşi elevii sunt familiarizaţi cu mărimile vectoriale (şi scalare) de la disciplina fizică, Tranziţia la ncă din gimnaziu, studiul geometriei vectoriale se face abia în clasa a IX. geometria vectorială- î sugestii metodologice Noţiunea de vector şi operaţiile cu vectori par adesea străine de viaţa de zi cu zi. Este important ca elevii să conştientizeze că mărimile vectoriale există în viaţa reală şi multe din acţiunile noastre se desfăşoară după reguli ale calculului vectorial. Pentru aceasta, provocarea profesorului este dublă: • pe de o parte trebuie să utilizeze exemple din viaţa reală pentru a facilita înţelegerea intuitivă a noţiunii de vector, • pe de altă parte, noţiunile de relaţie de echivalenţă, clasă de echivalenţă şi mulţime cât sunt prevăzute de abia în clasa a XII-a, iar înţelegerea noţiunii de vector ca și clasă de echivalenţă constituie o problemă de rigurozitate a definiţei dar şi de maturitate a gândirii geometrice. 90 / 331 Este important ca elevii să conştientizeze că în operaţiile cu vectori esenţiale sunt direcţiile şi sensurile şi abia ulterior lungimile vectorilor. Acest lucru este în primă fază dificil, deoarece absolventul de gimnaziu a operat doar cu lungimi de segmente (de fapt, doar cu numere). Profesorul de matematică ştie că elevii s-au întâlnit la fizică cu forţe, pe care le-au compus şi au găsit rezultanta. Însă, din păcate sunt puţini elevi care fac transferul corect de informaţie între conţinuturile studiate la fizică şi cele de la matematică. Având în vedere cele prezentate şi dorinţa de a facilita trecerea către geometria vectorială, sugerăm următoarele: • introducerea noţiunii de vector prin apelarea la exemple din viaţa cotidiană; • rezolvarea a numeroase exerciţii de bază (privind notarea, citirea, reprezentarea vectorilor, operaţiile cu vectori) pentru fixarea noţiunilor; • crearea unui cadru familiar elevului prin utilizarea în paralel a metodei sintetice (cunoscută din gimnaziu) pentru demonstrarea unor teoreme: Exemplu: Teorema catetei este studiată în gimnaziu şi demonstrată prin metoda sintetică. Se poate propune, înainte de a da soluţia vectorială, ca elevii să-şi reamintească demonstraţia realizată în clasa a VII-a; • antrenarea elevilor în activităţi de învăţare prin descoperire sau învăţare dirijată, prin propunerea de itemi care se pretează la o astfel de abordare: Exemplu: Fie ABCD un paralelogram, O este intersecţia diagonalelor, iar M şi N sunt mijloacele laturilor AB respectiv AD. Determinaţi: AB+BC+CA, MB+BC+CM, MO+OA+AM. AB+BC+CA= (AB+BC)+CA=AC+CA=0 . Analog se lucrează şi celelalte sume. Ce observăm? Obținem de fiecare dată același rezultat, vectorul nul. Și de fiecare dată vectorii au avut ca suport, laturile unui triunghi. Astfel avem: Dacă suma a trei vectori este vectorul nul, atunci cei trei vectori pot constitui laturile unui triunghi. Acest rezultat este foarte util în rezolvarea altor probleme. Deşi problemele de geometrie pot fi adesea soluţionate prin mai multe metode, formal, acestea pot fi clasificate în metode: • generale: analiza şi sinteza • particulare: metoda vectorială (provenită din mecanică) şi metoda analitică (în care se aplică tehnici proprii algebrei) Metoda sintezei • Are la bază deducţia logică • Constă în realizarea unui şir de relaţii de tipul: Ipoteză Concluzia1⇒Concluzia2 ⇒ ….Concluzia problemei. ⇒ • Se poate aplica cu succes în problemele de geometrie care implică calculul unor mărimi. Astfel, din informaţiile iniţiale şi prin aplicarea unei relaţii matematice 91 / 331 cunoscute se poate determina o nouă mărime, care astfel devenind cunoscută intervine într-o nouă relaţie; prin repetarea procedeului se determină toate mărimile necunoscute. Metoda analizei • Este o metodă cu valenţe formative; • Se bazează pe un raţionament de tipul IpotezăIpoteza1⇒Ipoteza2⇒…⇒ ⇒ Concluzie • Se pleacă de la datele necunoscute spre datele cunoscute şi se formulează o nouă problemă, cu condiţia ca răspunsul acesteia să coincidă cu cel al problemei iniţiale. Metoda reducerii la • Este proprie matematicii şi are la bază principul terţului exclus din logică, absurd • Este introdusă în matematica de gimnaziu cu preponderenţă pentru demonstrarea unor rezultate teoretice din geometria în spaţiu; • Metoda constă în a presupune că cerinţa problemei este falsă, adică se neagă concluzia. Luând ca ipoteză presupunerea adoptată se realizează un lanţ deductiv care va conduce la un rezultat absurd, în contradicţie cu axiomatica în care se lucrează sau alte teoreme deja demonstrate. Contradicţia provine din asumarea unei ipoteze false, de unde rezultă adevărul concluziei problemei iniţiale. Probleme de • Deşi problemele de loc geometric apar mai mult în programa pentru olimpiade şi construcţii concursuri, ele se regăsesc sub o formă simplificată în clasele VI-VII. geometrice • Problemele de acest tip cer să se realizeze o figură cu ajutorul unui număr minim de elemente sau folosind doar rigla şi compasul. • Se bazează pe intuirea figurii căutate şi pe o temeinică însuşire a proprietăţilor figurilor geometrice. Probleme care se • Ca metodă de demonstraţie, metoda inducţiei matematice are 3 etape: rezolvă prin metoda - etapa de verificare; inducţiei complete - e tapa de demonstraţie; - concluzia. Pentru activitatea la clasă, se recomandă următoarele activităţi de învăţare: Sugestii de activităţi de învățare • exerciții de identificare, denumire și reprezentare a figurilor geometrice, sau a unor elemente componente; • exerciţii de identificare a „rolurilor” duble sau multiple pentru un element sau o figură geometrică; Exemplu: C A D E A B B D C (a) (b) La (a)∆ADC este dreptunghic isoscel AC fiind ipotenuză, iar în ABC tot ∆ 92 / 331 dreptunghic isoscel, regăsim AC – catetă. La (b) AD poate fi şi bisectoare pentru unghiul A al ∆ABC, cât şi ipotenuză a ADE dreptunghic în E. ∆ • exerciţii de stabilire a naturii unor figuri geometrice, pe baza unor proprietăţi precizate; • exersarea realizării construcţiilor ajutătoare, selectate datorită anumitor date iniţiale Exemplu: În demonstrarea congruenţei laturilor opuse la un paralelogram, se vor trasa diagonalele pentru a obţine triunghiuri congruente. • crearea unor situaţii care să necesite argumentarea cel puţin orală a demersului unei probleme; • demonstrarea unor teoreme sau relaţii şi solicitarea elevilor în demonstraţiile analoage sau care folosesc rezultatele demonstraţiilor preliminare; • abordarea problemelor teoretice care favorizează reprezentările mentale şi utilizarea lor în descrierea unui demers rezolutiv; • folosirea particularizării, a generalizării, a inducţiei sau analogiei pentru alcătuirea sau rezolvarea de probleme noi, pornind de la o proprietate sau problemă dată. Exemple: - vectorul de poziţie al unui punct care împarte un segment într-un raport dat, particularizare pentru mijloc de segment, sau centru de greutate; - cunoscuta problemă: mijloacele laturilor unui patrulater convex sunt vârfurile unui paralelogram, reluată pentru puncte care nu sunt mijloace de laturi, adică puncte care împart laturile într-un raport oarecare. eometria practică dedusă din experienţă nu se confundă cu geometria axiomatică. Concluzii „G Întrebarea dacă geometria practică a universului este euclidiană sau nu are o importanţă evidentă şi răspunsul poate să fie dat numai de experienţă”(Albert Einstein) Majoritatea conţinuturilor, atât din geometria sintetică studiată în gimnaziu, cât şi din cea vectorială, studiată la liceu are o puternică „rezonanţă” practică. Acest lucru constituie un avantaj pentru profesor deoarece în prezentarea noţiunilor noi pot fi utiplizate diferite contexte practice care contribuie la formarea la elevi a unei gândiri flexibile şi a simţului practic. Tot preocupările practice şi felul în care realitatea construieşte (sau deţine) anumite configuraţii geometrice, oferă profesorului şansa de a utiliza foarte des problematizarea şi modelarea matematică. 1. Gândiţi trei exemple de probleme sau teoreme pe care le-aţi putea propune elevilor Aplicaţii şi teme de pre rezolvare, în scopul unei dezbateri cu tema: „Metoda sintetică versus metoda reflecție s vectorială”. 93 / 331 BIBLIOGRAFIE ORIENTATIVĂ Modulul 1 - Matematica de tranziţie la gimnaziu şi la liceu • APĂŞTĂNII, E. şi colectiv, Culegerile COMPER (clasele a VI-a, a VII-a, a VIII-a), Ed. Paralela 45, 2011 • ARDELEAN, L., SECELEAN, N., Didactica matematicii (noţiuni generale; comunicare didactică specifică matematicii), Ed. Universităţii Lucian Blaga, Sibiu, 2007 • ARDELEAN, L., SECELEAN, N., Didactica matematicii (managementul, proiectarea şi evaluarea activităţilor didactice), Ed. Universităţii Lucian Blaga, Sibiu, 2007 • BĂLĂUCĂ, Artur şi colectiv, Algebră.Geometrie clasa a VII-a, Editura Taida 2011 • BĂLĂUCĂ, Artur şi colectiv, Algebră.Geometrie clasa a VIII-a, Editura Taida 2011 • BĂLĂUCĂ, Arthur (coordonator), Matematică, teme pentru activităţile opţionale, Ed. Taida, 2006 • BOGDANOV, Zlate et al., Metodica predării geometriei, Editura Didactică şi Pedagogică, Bucureşti, 1965 • BOREICO, I., TELEUCĂ, M., Invarianţi şi jocuri, Editura Gil, Zalău, 2007 • BRATU, G., Aplicaţii ale metodelor de gândire critică la învăţământul primar, Bucureşti, Editura Humanitas Educaţional, 2004 • BRÂNZEI, Dan, BRÂNZEI Roxana, Metodica predării matematicii, Editura Paralela 45, Piteşti, 2008 • BURTEA, M., BURTEA, G., Clasa a X a, Culegere de exerciţii şi probleme (Matematică – M1), Ed. Campion, 2009 • CERGHIT, Ioan, Metode de învăţământ, ediţia a III-a, Ed. Didactică şi Pedagogică R.A., Bucureşti, 1997 • CHERATA, V; MÂNDRULEANU; L; VOICILĂ, J., Culegere. Metode de rezolvare a problemelor de aritmetică, clasele I-IV, Editura Sibila, 1992 • CHIRILĂ, C. și alții, Suport curs pentru Formarea continuă a profesorilor de matematică în societatea cunoașterii, material editat de ISJ Iași, 2012 • CÎRJAN, Florin, Ghid metodic de pregătire intensivă prin autoinstruire la matematică, Ed.Paralela 45, 2002 • CUCOŞ, Constantin, Pedagogie, Ed Polirom, Iaşi, 2006 • DĂNCILĂ, Ioan, Algebra examenelor, Editura All, Bucureşti • DĂNCILĂ, I., Construcţii cu rigla şi compasul, Ed. Sigma, 2000 • DĂNCILĂ, I., Divizibilitatea numerelor, Editura Sigma, Bucureşti, 2001 • DĂNCILĂ E., DĂNCILĂ I., Matematica distractivă pentru ciclul primar, Editura Sigma, Bucureşti, 2000 • DĂNCILĂ, I., Matematică distractivă, clasele 5 – 6, Editura Sigma, Bucureşti, 2002 • DĂNCILĂ, Ioan, Matematica gimnaziului între profesor şi elev, Ed. Aramis, 2001 • DĂNCILĂ Ioan, Matematică aplicată, Ed. Sigma, 2000 • DĂNCILĂ, E., DĂNCILĂ, I., Matematica pentru învingători (clasele V – VI ), Editura Erc Press, 2008 94 / 331 • DOMNIŢEANU, Pachiţa, Didactica matematicii, Ed Geneze, Galaţi, 2002 • DRAGOMIR, Adriana şi colectiv, Exerciţii şi probleme de matematică pentru clasa a IX-a, Editura Bîrchi • DRAGOMIR, Adriana şi colectiv, Exerciţii şi probleme de matematică pentru clasa a X-a, Editura Bîrchi • DRAGOMIR, Adriana şi colectiv, Exerciţii şi probleme de matematică pentru clasa a XII- a, Editura Bîrchi • DRAGOMIR, L., DRAGOMIR, A., Bădescu O., Probleme de matematică pentru clasa a IX a, Editura Paralela 45, Piteşti, 2011 • DRAGOMIR, L., DRAGOMIR, A., Bădescu O., Probleme de matematică pentru clasa a X a, Editura Paralela 45, Piteşti, 2012 • DRĂGHICESCU, D. şi colectiv, Ghid de pregătire la matematică pentru concursul de admitere în învăţământul superior, Editura Scrisul Românesc, 1976 • DUMITRU, ANA; et alii, Metodica predării matematicii la clasele I – IV, Editura Carminis, Piteşti, 2010; • DUMITRU, G. V., GALBURĂ, A., Matematică. Divizibilitate, Editura Scorpion 7, Bucureşti, 1997 • DUMITRU, I., Dezvoltarea gândirii critice şi învăţarea eficientă, Timişoara, Editura de Vest, 2000 • DUMITRIU, Gh., DUMITRIU, C., Psihopedagogie, Editura Didactică şi Pedagogică, Bucureşti, 2004 • GAGNE, Robert M., BRIGGS, Leslie J., Principii de design al instruirii, Ed. Didactică şi Pedagogică, Bucureşti, 1977 • GURAN, E., Matematică recreativă, Ed Junimea, Iaşi, 1995 • HOLLINGER, A., Metodica predării algebrei, Ed. Didactică şi Pedagogică, 1965 • IANUŞ, Stere şi colectiv, Probleme de geometrie şi de trigonometrie pentru clasele IX-X, E.D.P., 1983 • JOIŢA, Elena, Educaţia cognitivă.Fundamente. Metodologie, Ed. Polirom, Iaşi, 2002 • LIVIO, M., Secţiunea de aur (Povestea lui phi, cel mai uimitor număr), Ed. Humanitas, 2005 • MACARIE, C., Alternative metodologice moderne - o provocare pentru activitatea didactică, Ed. Măiastra, Tg Jiu, 2005 • MAOR, Eli, Splendorile trigonometriei, Editura Fundaţiei Theta, 2007 • MIRON, Radu, BRÂNZEI, Dan, Fundamentele aritmeticii şi geometriei, Editura Academiei R.S.R.,1983 • NEACŞU, Ioan (coord), Metodica predării matematicii la clasele I – IV, E.D.P. Bucureşti, 1988; • NEAGU, Mihaela, MOCANU, Mioara, Metodica predării matematicii în ciclul primar, Editura Polirom, 2007 • PETRICĂ, Ion, ŞTEFĂNESCU, V., Probleme de aritmetică pentru clasele I-VI, Ed. Petrion, 1990 • POLYA, G., Descoperirea în matematică, Ed. Ştiinţifică, Bucureşti, 1971 • POPA, G., POPA, C. S., TIMOFTE, C., Matematică, clasa a VI-a, Editura Books Unlimited Publishing, Bucureşti, 2007 • POPESCU, Olimpia; RADU, Valeria, Metodica predării geometriei în gimnaziu, Editura Didactică şi Pedagogică Bucureşti, 1983 • ROŞU, Mihail, ROMAN, Magdalena, Matematică pentru perfecţionarea învăţătorilor, Editura All Educaţional, 1995 • RADU I., MIRON I., Didactica modernă, Ed. Dacia, Cluj – Napoca, 1995 95 / 331 • SMARANDACHE, S. şi colectiv, Matematică (clasa a VI a), Ed. Universal Pan • STREINU – CERCEL, G. şi colectiv, Matematică (manual pentru clasa a X a), Ed. Sigma, 2005 • ŢELINOIU, P., Culegere de exerciţii şi probleme de aritmetică, cls IV-VIII, Ed. Porto-Franco, Galaţi, 1991 • ŢOPA, Leon, Metode şi tehnici de muncă intelectuală, EDP, Bucureşti, 1979 • VÎRTOPEANU, Ion, Metode şi tehnici de rezolvare a problemelor de aritmetică,Ed. Sinech, Craiova, 1993 • UDRIŞTE, Constantin N., BUCUR Constantin M., Probleme de matematici şi observaţii metodologice, Editura Facla,1980 Surse web • http://www.pruteanu.ro/7merita/fi.htm • http://ro.wikipedia.org/wiki/Sec%C8%9Biunea_de_aur • http://www.scribd.com/doc/30231664/Proportia-de-Aur-in-Constructii-Arhitecturale • http://coldlightofmorning.wordpress.com/2009/12/05/sirul-fibonacci-si-phi-numarul-de-aur-2/ • http://netdent.ro/despre-albirea-dintilor/146-estetica-dentara-si-numarul-de-aur.html • http://textsunetimagine.wordpress.com/tag/proportia-de-aur/ • http://eprofu.ro/matematica/rapoarte-proportii-teorie/ • http://marianpc.eu/2012/08/14/matematica-in-webdesign-raportul-de-aur-si-proportiile/ • http://www.scribd.com/doc/56624386/Probleme-Rezolvate-Finante-Publice • http://www.e-referate.ro/search.php?word=probleme%20rezolvate%20cu%20tva • http://www.database-apps.ro/ro/gestiunea-bugetului-personal/ • http://www.sciencenews.org/view/generic/id/3016/title/Testing_for_Divisibility • http://www.murderousmaths.co.uk/games/primcal.htm • http://www.numericana.com/answer/magic.htm • http://webspace.ship.edu/msrenault/divisibility/StupidDivisibilityTricks.pdf • http://blogs.sfu.ca/people/zazkis/wp-content/uploads/2010/05/1999-divisibility-generalizing- specializing.pdf • www.clopotel.ro • http://gratuit-jocuri.wullix.com/ro/Jocuri_Puzzle/A568555- Ecua%C5%A3iile_matematice.html#.UEsC8Y1lSUM http://www.infopsihologia.ro/2011/08/matematica-pentru-copii-jocuri-educative/ http://www.interdidactica.org/index.php?lan=ro&game=mt018 • http://www.galois-group.net/eg_bio_ru.html • http://en.wikipedia.org/wiki/Niels_Henrik_Abel http://ro.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler • http://www.ssmprahova.ro/Galois_Valeni11.pdf • http://en.wikipedia.org/wiki/History_of_mathematics • www.edu.ro • www.referate.ro • www.mangahigh.com • www.didactic.ro • www.epsilon.ro • http://www.sciencenews.org/view/generic/id/3016/title/Testing_for_Divisibility • http://www.murderousmaths.co.uk/games/primcal.htm • http://www.numericana.com/answer/magic.htm • http://webspace.ship.edu/msrenault/divisibility/StupidDivisibilityTricks.pdf 96 / 331 • http://blogs.sfu.ca/people/zazkis/wp-content/uploads/2010/05/1999-divisibility-generalizing- specializing.pdf • www.viitoriolimpici.ro • www.mate.info.ro 97 / 331 Modulul 2 Matematica atractivă cu și pentru profesori debutanți 98 / 331 Jocuri cu numere şi cifre Jocuri didactice matematice Jocul este forma specifică prin care copilul cunoaşte lumea şi se dezvoltă. Jocul didactic are reguli, scopuri şi obiective didactice care urmăresc formarea şi educarea copiilor. Ele sunt organizate şi conduse de obicei de către profesor. Scopul jocului didactic este de a fixa şi consolida cunoştinţe, abilităţi, deprinderi. Această formă de activitate imprimă lecţiilor un caracter mai viu şi mai atrăgător, contribuie la buna dispoziţie, aducând o notă de destindere, divertisment şi veselie, ceea ce previne apariţia monotoniei, a plictiselii şi oboselii. Elementele de joc (competiţia, surpriza, aşteptarea, recompensa) motivează participarea activă şi plenară a elevilor în cadrul activităţii didactice. Utilizarea ca strategie, a jocului didactic matematic, accentuează caracterul Avantajele învăţării prin ormativ al învăţării: joc f • Oferă un cadru propice pentru formarea deprinderilor de muncă intelectuală şi pentru o învăţare activă; • Stimularea operaţiilor gândirii (comparaţie, analiză, sinteză, generalizare, abstractizare), a calităţilor acesteia (flexibilitate, originalitate); • Dezvoltarea creativităţii elevilor, a spiritului de iniţiativă şi a spiritului de observaţie, a atenţiei, motivaţiei şi voinţei; • Dezvoltarea comunicării şi colaborării cu ceilalţi, a spiritului de competiţie şi de echipă. Conţinutul matematic al jocului trebuie să fie accesibil, recreativ şi atractiv prin forma de desfăşurare, materialul utilizat, volumul de cunoştinţe utilizate de elevi. Jocul didactic matematic reprezintă o modalitate de organizare şi desfăşurare a întregii lecţii de matematică sau poate fi introdus ca o etapă a lecţiei, pentru dozarea efortului elevilor, sporirea atractivităţii lecţiei, evitarea activităţilor monotone. Pentru ca o activitate didactică să se transforme în joc ea trebuie să îndeplinească anumite condiţii: să îndeplinească un scop şi o sarcină didactică, să includă elemente de joc (competiţia, surpriza, aşteptarea, recompensa), să se desfăşoare după reguli clare, să se bazeze pe conţinuturi matematice. Pentru ca jocul să devină o activitate eficientă în cadrul lecţiilor, e necesar ca profesorul să respecte unele condiţii de bază: Condiţii de bază ale • Stabilirea obiectivelor ce urmează a fi realizate prin aplicarea jocului pregătirii şi desfăşurării într-un anumit moment al activităţii didactice; jocului didactic matematic • Stabilirea prealabilă, riguroasă, a conţinutului matematic al jocului si includerea acestuia în sistemul activităţilor de învăţare; • Pregătirea materialului impus de conţinutul şi obiectivele urmărite prin 99 / 331 joc; • Asigurarea că toţi participanţii posedă bagajul de cunoştinţe necesar desfăşurării jocului; • Accentuarea caracterului de responsabilitate din partea elevilor, prin respectarea regulilor. Un aspect deosebit de important pentru profesori este acela că jocul, ca modalitate didactică impune o pregătire foarte serioasă. Improvizaţia, bazată pe inspiraţia de moment, în materie de joc didactic, este dăunătoare pentru atingerea obiectivelor propuse şi obţinerea unor performanţe maximale cu elevii. Integrarea jocului în activităţile didactice impune cunoaşterea şi respectarea logicii didactice specifice fiecărei lecţii. În acest sens, jocul se va desfăşura în etape ce decurg din specificul activităţii de învăţare. În general, jocul parcurge următoarele etape: Etapele desfăşurării jocului didactic • Activitatea introductivă, în care elevii sunt familiarizaţi cu tema şi sarcina didactică impusă prin joc. Se recomandă crearea unei atmosfere corespunzătoare, stimulative şi destinse, care să ofere teren propice pentru învăţare. • Comunicarea titlului jocului, a regulilor acestuia cu prezentarea materialelor a condiţiilor de desfăşurare, care vor fi cât mai clar formulate de profesor şi bine înţelese de către elevi. Cu cât regulile jocului implică mai multe situaţii-problemă, cu atât valoarea formativă va fi mai mare. • Explicaţia şi demonstraţia prin joc de probă sunt de mare importanţă didactică. Unele jocuri impun folosirea lor simultană, altele separată. Explicaţia trebuie să fie clară, iar demonstraţia exactă. • Executarea jocului de către elevi reprezintă etapa fundamentală, cea mai importantă raportată la ceea ce se scontează. Aici atribuţiile profesorului sunt altele, rolul său fiind de a urmări calitatea desfăşurării, respectarea regulilor, învăţarea. Trebuie să monitorizeze foarte atent activitatea fiecărui elev, pentru a putea realiza o evaluare justă. În această etapă intervenţia profesorului este limitată, oferind posibilitatea elevilor să preia conducerea jocului. Pentru diversificare şi menţinerea interesului elevilor se pot introduce noi variante de joc. • Evaluarea jocului reprezintă pentru elevi un moment important, chiar palpitant. Aprecierile învăţătorului au o mare rezonanţă afectivă. Jocul didactic se dovedeşte a fi eficient dacă este bine ales şi se desfăşoară în condiţii corespunzătoare. folosim în cadrul lecţiilor se va Alegerea jocului didactic Pentru alegerea jocului didactic pe care-l avea în vedere: • să respecte particularităţile clasei de elevi; • să contribuie la realizarea obiectivelor stabilite; • să asigure participarea la joc a tuturor elevilor clasei; • să conţină reguli de joc clare pe care toţi elevii le pot respecta; • să includă conţinuturi matematice pe care elevii le stăpânesc; • să ofere elevilor posibilitatea manifestării creatoare. 100 / 331 ingea călătoare” Exemplu de joc didactic Denumirea jocului: „M Scopul: consolidarea tablei înmulţirii, consolidarea deprinderii de aruncare şi prindere a mingii. Sarcina didactică: efectuarea unor exerciţii de înmulţire în concentrul 0 – 100, aruncarea şi prinderea mingii de volei cu două mâini. Material didactic: o minge de volei. Desfăşurarea jocului: Elevii sunt aşezaţi în formă de cerc. Profesorul numeşte conducătorul jocului, care va fi plasat în centrul cercului şi care are în mână mingea. Acesta rosteşte cu voce tare un exerciţiu de înmulţire (4 x 7) şi aruncă mingea spre un coleg care trebuie să o prindă şi să spună răspunsul corect la înmulţire. Dacă elevul care prinde mingea nu ştie răspunsul, va spune „pas” şi va arunca mingea înapoi către conducător. Dacă răspunsul dat este incorect, elevii vor striga în cor „eroare”. Jocul continuă asemănător, mingea fiind aruncată de conducător următorilor elevi din cerc, în sensul acelor de ceasornic. Se va avea în vedere schimbarea conducătorului jocului, de câteva ori, pe parcursul desfăşurării lui. Varianta 1: Elevul din cerc prinde mingea, spune răspunsul corect şi înainte de o arunca înapoi conducătorului va rosti o înmulţire. Conducătorul prinde mingea şi spune răspunsul corect, apoi jocul continuă după regulile de mai sus. Varianta 2: Jocul se poate desfăşura fără conducător, elevii (aşezați în cerc) pasând mingea de la unul la celălalt. Varianta 3: Elevii clasei vor fi împărţiţi în 2 – 3 echipe, care vor forma 2 – 3 cercuri şi jocul se va desfăşura în paralele în fiecare cerc. Jocul se poate desfăşura în sala de sport, în aer liber, în parc, în tabără. Probleme „celebre” În matematică numim probleme celebre acele probleme care au o oarecare notorietate, a căror rezolvare nu se realizază pe căi „bătătorite”, ci presupun un efort de gândire suplimentar. Tocmai prin aceste caracteristici aceste probleme devin atractive, incitante pentru elevi, aceştia dovedind ingeniozitate pentru rezolvarea lor, iar satisfacţia este pe măsura efortului depus pentru găsirea soluţiei. De multe ori problemele celebre sunt lucrate cu elevii în cadrul orelor alocate problemelor de logică şi perspicacitate. Exemple de probleme • Problema din povestirea „Cinci pâini” de Ion Creangă. celebre • Dacă se aşează câte 2 ciori pe un par, rămâne un par liber, iar dacă se aşează câte 1 cioară pe un par, rămâne o cioară fără par. Câte ciori şi câţi pari erau? (Soluţie: 3 ciori, 2 pari) • Un melc a căzut într-o fântână adâncă de 8 m. Pentru a ieşi, în fiecare zi el urcă 2 m, iar noaptea alunecă înapoi 1 m. După câte zile reuşeşte melcul să iasă din fântână? (Soluţie: după 7 zile) • Într-o cutie se găsesc desfăcute 3 perechi de ciorapi roşii, 5 perechi de ciorapi galbeni şi 7 perchi de ciorapi albi. Care este numărul minim de ciorapi care trebuie scoşi din cutie, fără să priveşti, astfel încât să fii sigur că ai câte un ciorap din fiecare culoare? (Soluţie: 25 ciorapi) • Pe un lac apar într-o zi 2 nuferi, apoi numărul lor se dublează în 101 / 331 fiecare zi, astfel încât suprafaţa lacului va fi acoperită în întregime cu nuferi în 10 zile. În câte zile va fi acoperită cu nuferi jumătate din suprafaţa lacului? Dar un sfert din aceasta? (Soluţie: 9 zile, 8 zile) În concluzie, activitatea în cadrul orelor de matematică devine atractivă dacă îi incită pe copii la acţiune, dacă le oferă satisfacţii, dacă atenţia este menținută permanent vie, dacă activităţile desfăşurate le stârneşte interesul şi le oferă posibilitatea să se manifeste creator. Jocul didactic este acel tip de activitate în cadrul căreia toate aceste deziderate sunt îndeplinite la nivel maximal. reaţi un joc didactic pe care să îl desfăşuraţi în cadrul lecţiei de Aplicaţii și teme de reflecție 1. C consolidare cu tema „Numerele naturale de la 0 la 1 000”, la clasa a II-a. 2. Enumeraţi etapele desfăşurării unui joc didactic matematic. 102 / 331 Biografii matematice Matematicieni celebri. Copilăria marilor matematicieni Matematicieni români Profesori şi elevi O modalitate atractivă şi eficientă de prezentare a conţinutului matematic o constituie inserarea în activitatea de predare-învăţare a unor istorioare şi anecdote cu şi despre matematicieni. Este important pentru elevi să cunoască atât contextele istorice care au condus la apariţia unor noţiuni, cât şi numele celor care au contribuit esenţial în dezvoltarea matematicii. Deoarece în manualele şcolare astfel de informaţii sunt mult prea puţine, rolul determinant în prezentarea de biografii şi istorioare legate de marii matematicieni ai lumii îi revine profesorului de matematică. Atât în proiectarea unui opţional, cât a unei secvenţe de lecţii, cadrul didactic trebuie să se documenteze şi să selecteze doar acele informaţii care sunt utile, atractive şi adaptate vârstei şcolare. Scopul abordării acestei teme este acela de a utiliza elemente atractive din istoria matematicii pentru motivarea elevilor şi pentru fixarea unor noţiuni teoretice. Valenţele formative ale • Reţinerea cu mai multă uşurinţă a unor noţiuni cu ajutorul unor inserării de istorioare povestioare, anecdote, informaţii suplimentare din istoria matematicii; matematice în cadrul • Completarea cunoştinţelor de cultură generală cu informaţii activităţilor de predare- r elevante despre viaţa şi activitatea unor matematicieni remarcabili; învăţare • Înţelegerea de către elevi a conjuncturilor istorice şi a oportunităţilor practice care au impus anumite descoperiri din matematică; • Stimularea curiozităţii elevilor în legătură cu viaţa şi realizările matematicienilor; • Dezvoltarea interesului pentru evoluţia istorică a rezultatelor din matematică şi ştiinţe; • Realizarea unei prezentări interdisciplinare a conţinutului ştiinţific, deoarece mulţi matematicieni au avut preocupări şi în alte domenii ca: fizică, astronomie, filosofie, artă etc. • Formarea motivaţiei pentru studiul unor aspecte ale matematicii, dincolo de programa şcolară obligatorie; • Realizarea unor conexiuni logice între noţiunile studiate la matematică şi evoluţia acestora, contextul istoric şi problemele de ordin practic ce au condus la aceste descoperiri; • Dezvoltarea spiritului estetic, a gândirii critice, al umorului şi a capacităţii de a aprecia valorile care au ghidat viaţa marilor matematicieni. Elevii îi respectă şi admiră pe profesorii care răspund cu un umor fin la Anecdote cu şi despre ituaţiile inerente care apar în timpul orelor. Adesea, un astfel de răspuns matematicieni s are un efect mai bun asupra elevilor, decât o discuţie moralizatoare. Pe seama matematicienilor sunt puse multe întâmplări amuzante, replici 103 / 331 umoristice surprinzătoare, anecdote cu tâlc, intrate în folclorul matematic, care pot fi folosite la clasă cu rol multiplu: - pentru captarea atenţiei; - pentru a destinde atmosfera şi pentru a oferi un cadru psihologic propice studiului matematicii; - pentru a oferi elevilor, sub forma unor pilule de înţelepciune, răspunsuri la diferite probleme care apar în mod inevitabil în timpul orelor. Exemple: • Pentru situaţiile în care elevii sunt interesaţi mai mult de note decât de învăţare: Strobaeus povesteşte următoarele despre Euclid: „Cineva care a început să studieze geometria de la Euclid, după ce a învăţat întâia teoremă, l-a întrebat: Dar ce folos voi avea eu învăţând aceste lucruri? Euclid şi-a chemat sclavul şi i-a zis: Dă-i acestuia trei oboli, fiindcă el vrea să câştige din ceea ce învaţă." • Pentru elevii capabili de performanţă, care sunt absorbiţi de rezolvarea de probleme şi neglijează alte aspecte ale dezvoltării lor personale: Câteva anecdote care îl privesc pe Newton şi care arată cât era de distrat acest geniu: o Mergând odată călare, preocupat de probleme de matematici, la poalele unui deal a descălecat; a luat apoi calul de căpăstru ca un automat, gândindu-se mereu la problemă. A urcat dealul pe jos, ţinând de căpăstrul calului. Ajuns în vârful dealului, a constatat că ţinea în mână căpăstrul, iar calul nu era nicăieri! o Altă dată Newton, care era celibatar, a vrut să-şi fiarbă un ou fără să- şi întrerupă lucrul. Şi-a luat ceasul său de precizie ca să se uite la el şi să vadă când au trecut cele 3 minute pentru fierbere. Era însă atât de preocupat de tema pe care o trata încât, când şi-a adus aminte de fierberea oului, spre surprinderea lui, Newton a constatat că pusese ceasul la fiert, iar în mână ţinea oul ca să citească minutele. • De la Leibniz ne-a rămas o frază optimistă: „Tout est pour le mieux dans le meilleur des mondes possibles”. Această maximă este considerată teorema fundamentală a optimismului. • Pentru situaţiile în care elevii nu înţeleg scrisul profesorului sau nu notează în caiete ceea ce se rezolvă pe tablă: Renumitul matematician român Grigore Moisil, pentru a compensa faptul că scrisul său era indescifrabil, scria, la începutul cursurilor, mai mare, 104 / 331 apoi, absorbit de conţinutul prelegerii, scrisul devenea din ce în ce mai mărunt. Un student dintr-o bancă din spatele sălii a intervenit zicând: — Domnule profesor, nu se vede! — Dar se aude! — a răspuns profesorul. Spre sfârşitul prelegerii, vocea profesorului devenind mai atenuată, dă prilej studentului să intervină din nou: — Domnule profesor, nu se aude! — Dar se vede! răspunde calm profesorul. • Pentru a descuraja memorarea mecanică: Întrebat de un individ oarecare dacă ştie şi alte zecimale ale numărului pi, în afara primelor patru, Albert Einstein oferă un răspuns memorabil: - Nu obişnuiesc să-mi încarc memoria cu lucruri care se pot afla din orice carte de şcoală! amiliarizarea elevilor cu o noţiune se poate face apelând la o scurtă Biografiile unor mari F matematicieni incursiune în biografia acelor matematicieni care au avut un rol important în descoperirea sau dezvoltarea noţiunii respective. Exemple: În clasa a VII-a, la începutul unităţii de învăţare Asemănarea triunghiurilor, prezentaţi elevilor câteva informaţii despre Thales din Milet:  Filosof-matematician, Thales din Milet (624 – 546 î. H.) este o figură legendară a Greciei Antice;  A fondat cea mai veche şcoală filosofică de materialism spontan;  Niciuna dintre lucrările lui nu s-a păstrat, dar rezultatele sale în domeniul matematicii s-au transmis prin scrierile altora. A fost considerat unul dintre „cei șapte înţelepţi” ai Greciei antice;  În încercarea de a da explicaţii raţionale ale fenomenelor, Thales a abordat propoziţiile matematice încercând nu doar să le expună, ci şi să le demonstreze;  În domeniul matematicii i se atribuie următoarele teoreme: • Diametrul împarte cercul în două părţi egale; • Egalitatea unghiurilor de la baza unui triunghi isoscel; • Egalitatea unghiurilor drepte; • Congruenţa triunghiurilor care au o latură şi unghiurile adiacente ei egale; • Unghiul înscris într-un semicerc este drept. În clasa a VI-a, când elevii încep studiul geometriei euclidiene, sau în clasa a VIII-a când se studiază axiomele geometriei în spaţiu, prezentaţi elevilor câteva date despre Euclid - „părintele geometriei”: 105 / 331  Despre viaţa lui Euclid s-au păstrat foarte puţine informaţii. Se ştie că a trăit în Alexandria, în timpul domniei lui Ptolemeu I, care se presupune că l- ar fi chemat să fie profesor la Academia din Alexandria;  Proclus povesteşte că Ptolemeu l-ar fi întrebat pe Euclid dacă nu există un drum mai scurt pentru înţelegerea geometriei decât cel prezentat în cartea Elementele, iar matematicianul i-ar fi răspuns: „în geometrie nu există drumuri pentru regi”.  Euclid a fost primul matematician care a organizat şi structurat logic rezultatele predecesorilor săi (Pitagora, Thales, Eudoxus ș.a.) în lucrarea sa fundamentală Elementele. Despre Pitagora puteţi vorbi elevilor de ciclul primar, atunci când aceştia învaţă tabla înmulţirii, denumită mult timp şi „tabla lui Pitagora”, sau în gimnaziu, în clasa a VII-a, când se studiază capitolul Relaţii metrice.  Pitagora (570 - 500 î. H.) a întemeiat şcoala care îi poartă numele, a cărei filosofie se baza pe principiul că „sursa tuturor lucrurilor este numărul”;  Pitagoreicii reprezentau numerele sub forma punctelor grupate în figuri geometrice, apărând astfel denumirea de numere „figurative”;  Legat de Pitagora circulă mai multe legende. Una dintre ele spune că la şcoala pitagoreică ar fi existat următorul sistem de recompense: pentru fiecare teoremă demonstrată, un discipol primea o monedă de aur. Unul dintre studenţi, după ce a strâns mai multe monede de aur din demonstrarea teoremelor, a început să fie din ce în ce mai pasionat de geometrie. Astfel, ajunsese să-i ceară lui Pitagora noi teoreme pentru a le demonstra. Acesta a fost de acord, dar i-a cerut discipolului său câte o monedă de aur, pentru fiecare enunţ al unei noi teoreme. În scurt timp, toate monedele acumulate de elevul său s-au întors la maestrul Pitagora. În clasa a VI-a, la unitatea de învăţare Divizibilitatea numerelor naturale, se studiază numerele prime şi metoda ciurul lui Eratostene. Amintiţi elevilor, în acest context, despre creatorul acestei metode, Eratostene.  Eratostene din Alexandria (276-196 î. H.) a fost, printre altele, matematician, astronom, filosof al celebrei şcoli din Alexandria;  E invitat de regele Ptolemeu al III-lea să devină profesor pentru fiul acestuia, şi astfel ajunge în Alexandria, ca astronom al curţii regale;  Membru al Academiei din Alexandria, Eratostene este considerat fondatorul geografiei matematice; 106 / 331  În aritmetică, a descoperit un procedeu de a găsi numerele prime de la 1 la un număr natural N şi a studiat proprietăţile lor. Acest procedeu elementar este denumit ciurul lui Eratostene şi a fost generalizat ulterior de către Brun şi Silberg (1966);  Ca geometru a studiat locurile geometrice şi a utilizat metoda mecanică de rezolvare a problemelor de geometrie. În clasa a XI-a, atunci când elevii învaţă despre şirurile numerice, dar şi la geometrie, în clasa a VII-a, puteţi prezenta câteva informaţii despre numărul de aur şi date din biografia lui Leonardo din Pisa, cunoscut sub numele de Fibonacci.  Leonardo din Pisa sau Leonardo Pisano (1170 - 1250) este considerat cel mai vestit matematician al perioadei medievale;  Scrie Cartea Abacului (Liber Abaci) în care sistematizează un număr imens de informaţii, luate din lucrări arabe şi adaugă câte ceva din arta geometriei lui Euclid;  Fibonacci expune aritmetica şi algebra ecuaţiilor liniare şi de gradul al II-lea atât de complet, încât nu este întrecut de nimeni altul până la el şi, multă vreme după aceea;  Acordă o importanţă deosebită cifrei zero şi formulează şirul de numere pozitive: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21 ... care-i poartă numele;  Un merit deosebit îl are în interpretarea numerelor negative şi introducerea lor în algebră. Atunci când predaţi elevilor noţiuni legate de mulţimile de numere, puteţi menţiona numele unui alt „patriarh” al teoriei numerelor: Georg Cantor.  Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 – 1918) a fost matematician german, profesor la Universitatea din Halle;  I-a avut ca profesori pe Kummer, Weierstrass şi Kronecker. S-a făcut remarcat o dată cu susţinerea tezei sale de doctorat dedicată teoriei numerelor;  Contribuţia sa majoră la dezvoltarea matematicii este legată de teoria mulţimilor: • punct izolat; • punct limită; • mulţime închisă şi mulţime deschisă; • operaţiile cu mulţimi; • cardinalul unei mulţimi; • noţiunea de mulţime numărabilă, echivalentă cu mulţimea numerelor naturale; • a arătat că mulţimea numerelor raţionale este numărabilă.  A demonstrat că numărul submulţimilor unei mulţimi numărabile are puterea continuului, respectiv c 02ℵ = . 107 / 331 Un nume care ar trebui să fie făcut cunoscut elevilor de gimnaziu, atunci când învaţă primele noţiuni despre algebră este cel al matematicianului Al Khwarizmi (780 – 850).  Matematicianul arab Al Khwarizmi (prescurtat Al Horezmi) s-a ocupat de aritmetică, algebră, astronomie şi geografie, fiind primul clasic al matematicii din lumea arabă;  În lucrarea sa de aritmetică tradusă în limba latină, apare explicat procedeul de scriere poziţională a numerelor, în sistem zecimal, procedeu preluat de la indieni. De asemenea, în această lucrare este explicat în amănunt şi cu exemple cum se efectuează operaţiile de adunare şi scădere în scrierea poziţională;  Termenul al-djabr ajunge în Europa în secolul al XIV-lea sub numele de algebră. Al Horezmi este cel care a introdus reducerea termenilor asemenea, pe care o numea al-mukaba. Tot de numele său este legat termenul de algoritm. Pentru elevii de liceu, care studiază geometria analitică, dar şi pentru elevii de gimnaziu care învaţă despre funcţii şi reper cartezian de axe este important să prezentaţi câteva date biografice despre Descartes.  René Descartes (1596 - 1650), matematician, fizician şi filosof francez, este considerat creatorul geometriei analitice;  La doar 14 ani a început să realizeze primele lucrări în domeniul matematicii şi filosofiei;  În lucrarea sa capitală, Discurs asupra metodei, apare celebra maximă „Dubito, ergo cogito; cogito, ergo sum” (“Mă îndoiesc, deci cuget; cuget, deci exist”). În satul de naştere al lui Descartes, La Haye, (care astăzi este denumită localitatea Descartes) a fost înălţată o statuie pe care este trecută cugetarea de mai sus;  Geometria analitică carteziană (de la Cartesius, numele latinizat al matematicianului) are la bază două idei fundamentale: coordonatele şi stabilirea unei corespondenţe între o ecuaţie algebrică cu două necunoscute, f(x,y) = 0 şi o curbă plană;  Dintre rezultatele remarcabile ale lui Descartes amintim: • a găsit o aplicaţie a numerelor complexe în geometria analitică; • a studiat teoria generală a poliedrelor; • s-a ocupat de teoria dobânzilor compuse; • a aflat metoda de determinare a rădăcinilor întregi ale ecuaţiilor algebrice; • a descoperit regula semnelor pe care a aplicat-o în teoria ecuaţiilor algebrice. În clasele liceale elevii învaţă despre ecuaţiile algebrice şi relaţiile lui Viète. Este oportun să le faceţi cunoscute câteva informaţii despre François Viète. 108 / 331  François Viète (Fontenay le Comte, 1540 – 1603) a fost matematician şi jurist francez;  După terminarea studiilor de Drept, la facultatea din Poitiers, practică avocatura, fiind consilier în parlamentul din Paris şi Rennes;  S-a consacrat studiului ştiinţelor din plăcere, în puţinul timp liber care îi rămânea, şi cu toate acestea este considerat astăzi unul dintre cei mai remarcabili matematicieni ai timpului său;  În 1571, publică prima lucrare de trigonometrie, Canon mathematicus, în care sunt prezentate numeroase formule ce permit simplificarea calculelor şi, de asemenea, tabele trigonometrice  Viète a contribuit esenţial la dezvoltarea trigonometriei prin: • formulele pentru suma şi diferenţa a două sinusuri sau cosinusuri; • formulele care leagă sin(nx) şi cos(nx) de sin(x) şi cos(x) (până la n=10); • a introdus funcţiile trigonometrice în algebră; • a introdus calculul literal în algebră, efectuând operaţii cu expresii algebrice; • a stabilit valoarea aproximativă a lui pi cu 9 zecimale exacte. Pentru a forma o cultură generală matematică şi pentru a deschide Lucrări celebre în istoria etitul pentru lectură al elevilor care îndrăgesc această disciplină, matematicii ap prezentaţi în introducerea unor teme importante şi câteva dintre lucrările celebre din istoria matematicii. Exemple: 1. În studiul geometriei plane la gimnaziu amintiţi elevilor despre opera fundamentală a lui Euclid, Stoicheia, tradusă Elementele în limba română. Elementele sintetizează şi organizează în cele 13 cărţi din care este compusă toate cunoştinţele matematice cunoscute până la acea vreme; Particularitatea Elementelor constă în faptul că sunt construite deductiv, pornind de la o serie de definiţii şi postulate, din care se deduc o serie de teoreme, care sunt însoţite şi de demonstraţii. 2. serie de noţiuni şi probleme de aritmetică, pe care elevii le învaţă în ciclul primar şi la gimnaziu, se regăsesc descrise în principala operă a lui Diophante din Alexandria - Aritmetica. Această lucrare a ajuns în Europa prin intermediul arabilor. Din cercetările istoricilor se presupune că Aritmetica a fost compusă din 13 cărţi, dintre care 7 nu au fost găsite. În Aritmetica: • sunt expuse metodele de rezolvare a ecuaţiilor de gradul I şi al II-lea; • necunoscutele sunt notate prin simboluri; • apare pentru prima dată noţiunea de număr negativ, deşi Diophante nu a lucrat cu numere negative; 109 / 331 • apar metodele de rezolvare bazate pe analiza diofantiană a ecuaţiilor nedeterminate, numite ecuaţii diofantice. 3. Studiul numerelor întregi şi al multor noţiuni de algebră poate fi introdus cu referire la lucrarea Liber Abaci care a fost scrisă în 1202 de către Fibonacci şi prelucrată ulterior în 1228: • Cartea reprezintă unul dintre cele mai importante mijloace de răspândire a noii aritmetici şi a altor cunoştinţe în Europa; • Este formată din 15 capitole, dintre care primele 5 tratează aritmetica numerelor întregi; • În capitolul XII sunt prezentate diferite probleme de aritmetică, dintre care progresiile aritmetice şi geometrice, seria pătratelor şi, pentru prima dată în istorie, sumarea unei serii recurente; • Un exemplu de problemă recreativă care apare în cartea Liber Abaci este problema „celor 7 bătrâne plecate la Roma, fiecare având câte 7 catâri, pe fiecare catâr cu câte 7 saci, cu câte 7 pâini fiecare, pe lângă fiecare pâine sunt câte 7 cuţite, iar fiecare cuţit având câte 7 teci. Câte obiecte sunt cu totul?” • Cartea abacului se ridică mult deasupra întregii literaturi de aritmetică şi algebră a secolelor al XII-lea – al XIV-lea, prin varietatea şi bogăţia problemelor, dar şi prin expunerea lor demonstrativă; • Unele dintre problemele lui Fibonacci pot fi regăsite şi în Algebra lui Euler (1768). atematica românească reprezintă un capitol aparte în cadrul matematicii Contribuţia unor M ondiale. Faceţi cunoscută elevilor contribuţia şcolii matematice matematicieni români la m omâneşti la dezvoltarea celei denumite „regina ştiinţelor”. dezvoltarea matematicii r Exemple: Traian Lalescu (1882 – 1929)  Traian Lalescu s-a ocupat de teoria ecuaţiilor integrale şi aplicabilitatea acestora la rezolvarea unor probleme din teoria ecuaţiilor diferenţiale;  A lăsat articole şi studii în domenii ca fizica matematică, trigonometrie, geometrie, algebră, istorie matematică;  A publicat primul tratat din lume asupra ecuaţiilor integrale: Introducere la teoria ecuaţiilor integrale. 110 / 331 Grigore Moisil (1906 – 1973)  Grigore Moisil a fost profesor la Universitatea din Bucureşti, membru al Academiei Române, membru al Academiei de Ştiinţe din Bologna şi al Institutului internaţional de filosofie;  Matematicianul român a fost fondator al şcolii de algebra logicii şi teoria algebrică a mecanismelor automate, al studiilor de logică polivalentă şi logică nuanţată, și a avut contribuţii remarcabile la dezvoltarea Informaticii în România;  A publicat lucrări în domeniile analizei matematice, algebrei, logicii matematice, geometriei, mecanicii. Dimitrie Pompeiu (1873 – 1954)  Dimitrie Pompeiu a fost creatorul şcolii matematice de teoria ecuaţiilor cu derivate parţiale şi de mecanică;  A introdus în matematică noţiunile derivată areolară și distanţă între două mulţimi, a construit funcţii reale, neconstante, a căror derivată se anulează pe orice interval, numite funcţii Pompeiu;  A adus contribuţii în domeniul analizei matematice, a teoriei funcţiilor de o variabilă complexă, a mecanicii raţionale. Gheorghe Ţiţeica (1873 – 1939)  A fost primul matematician român care a publicat mai multe lucrări ştiinţifice legate de geometria diferenţială a căror valoare este recunoscută de lumea ştiinţifică internaţională, devenind unul dintre cei mai mari geometri ai lumii;  Și-a susţinut cursurile cu o desăvârşită artă a pedagogiei, adaptându-şi demersurile la nivelul de înţelegere al studenţilor, fiind un model de corectitudine, punctualitate, seriozitate. 111 / 331 Gheorghe Mihoc (1906-1981)  Afost matematician, statistician şi membru al Academiei Române; împreună cu Octav Onicescu a pus bazele Societăţii româneşti de teoria probabilităţilor şi statistică matematică, prima din ţară şi una din primele din lume;  A adus contribuţii remarcabile în teoria probabilităţilor şi aplicaţiile ei, publicând peste 180 de studii, articole şi comunicări. Mendel Haimovici (1906-1973)  Activitatea ştiinţifică a academicianului Mendel Haimovici a fost îndreptată în trei direcţii principale: geometria, teoria ecuaţiilor cu derivate parţiale şi mecanica;  Lucrările care l-au consacrat ca matematician privesc spaţiile cu conexiune liniară, geometria integrală, spaţiile Finsler, familiile de transformări pe varietăţi diferenţiabile şi metodele geometrice în mecanică. Recomandări pentru o activitate de succes: Sugestii de activităţi practice pentru a spori atractivitatea temei • Realizaţi împreună cu elevii un calendar matematic, în care să marcaţi date importante din istoria matematicii; • La începutul unităţilor de învăţare, selectaţi câteva citate relevante ale matematicienilor despre matematică, cu care să începeţi orele de predare-învăţare; • Prezentaţi cu ajutorul calculatorului o serie de povestioare cu tâlc din viaţa matematicienilor, în momentul de captarea atenţiei sau atunci când este oportun; • Solicitaţi elevilor să insereze, ca temă pentru portofoliu, o serie de anecdote din viaţa matematicienilor sau notiţe biografice, pe care apoi să le prezinte întregii clase; • Propuneţi un concurs de cultură generală despre viaţa şi realizările marilor matematicieni ai lumii; • Organizaţi activităţi la nivelul şcolii pentru a marca Ziua Mondială a numărului pi, aniversată în data de 14 martie; 112 / 331 • Prezentaţi materiale video cu extrase din conferinţe şi interviuri ale unor mari matematicieni contemporani sau recomandaţi elevilor adresele web unde le pot viziona; • Realizaţi o revistă de matematică online în care să inseraţi lunar un „medalion” comemorativ dedicat unui matematician; În concluzie, considerăm că un bun profesor de matematică trebuie să aibă şi cunoştinţe de istoria matematicii, pe care să le prezinte elevilor, pentru a-i familiariza cu evoluţia conceptelor pe care le studiază. legeţi din programa şcolară 5 unităţi de învăţare şi selectaţi câteva Aplicaţii și teme de reflecție 1. A citate despre matematică prin care aţi putea introduce temele studiate. 113 / 331 Matematică şi mişcare – abordări inter şi transdisciplinare Problemele de mișcare din viața de zi cu zi Mişcarea în matematică reprezintă o temă profund ancorată în realitatea de zi cu zi şi oferă din start posibilitatea unor abordări interdisciplinare a conţinuturilor. Legea mişcării rectilinii şi uniforme, exprimată simbolic d = v x t, o lege de referinţă în fizică, este esenţială în problemele aritmetice denumite „probleme de mişcare uniformă”. În cadrul acestor tipuri de probleme se cere una dintre mărimi cunoscându-se celelalte două şi relaţiile dintre acestea. De mare ajutor în abordarea interdisciplinară a conţinuturilor în activităţile de rezolvare a problemelor de mişcare o constituie tematica problemelor lucrate cu elevii, tematică ce contribuie la sporirea atractivităţii lecţiei. Pot fi alese teme din ştiinţe ale naturii, geografie (transporturi), literatură (probleme în care se vorbeşte despre personaje îndrăgite), diferite domenii din experienţa de viaţă a copiilor. entru a fi atractivă, e necesar ca activitatea de rezolvare a problemelor să Caracteristicile unei P ndeplinească următoarele condiţii de ordin psihologic: activităţi didactice atractive î • să facă parte din sfera de interes a elevului; • să creeze o motivaţie puternică pentru susţinerea efortului de rezolvare a problemelor; • formularea sarcinilor didactice să îl incite pe elev la acţiune; • strategiile didactice să contribuie la menţinerea dinamismului activităţii; • să menţină concentrată atenţia elevilor pe durata desfăşurării activităţii; • sarcinile formulate să stimuleze la cote maxime gândirea creatoare. Copilul trebuie să perceapă mişcarea corpurilor ca o acţiune firească a lumii vii, iar noţiunile de distanţă, timp şi viteză să se introducă în mod intuitiv pentru a fi pe deplin înţelese. Încă din clasa a III-a se pot rezolva probleme ce vizează mişcarea, apoi, pe măsură ce elevii avansează în vârstă, tipurile de probleme abordate vor avea grad de dificultate din ce în ce mai mare. Problemele de întâlnire şi de urmărire, fiind mai dificile, vor fi introduse la clasa a IV-a, la activităţile cercului de matematică, nefiind cuprinse în programa şcolară pentru ciclul primar. Tematica atractivă a problemelor alese sau compuse de profesor din sfera problemelor de mişcare asigură conexiuni ale conţinuturilor învăţării dintre obiectul matematică şi alte discipline: Ştiinţe ale naturii • Problemele despre diferite animale, insecte, care se deplasează pe distanţe dintre adăposturile lor, cu anumite viteze, în unităţi de timp sunt deosebit de incitante pentru copii. Prezentate cu umor de către profesor ele devin cu atât mai atractive. • Când formulăm probleme din domeniul ştiinţelor naturii trebuie avut în vedere ca datele problemei să fie conforme cu realitatea. Unele date eronate vor distorsiona perceperea lumii înconjurătoare de către şcolarul mic. • Exemple de probleme cu tematică atractivă: 114 / 331 a) Care este viteza cu care aleargă un leopard, în timp ce vânează o gazelă, care parcurge distanţa de 20 km într-un sfert de oră?(clasa a III-a) b) O albină cercetătoare a zburat într-o zi timp de 3 ore cu viteza medie de 12 m pe minut, iar altă albină, culegătoare, a zburat 8 ore cu viteza medie de 4 m pe minut. Care dintre ele a parcurs o distanţă mai lungă? (clasa a III-a) 2 c) Când s-a speriat de umbra sa, Iepurele Rică-Iepurică a fugit timp de 10 dintr-o oră pentru a se ascunde în vizuina sa, care se afla la distanţa de 600 m. Cu ce viteză a alergat iepuraşul? (clasa a IV-a) Geografie • Pentru a face conexiunea dintre matematică şi o lecţie de geografie cu tema „Punctele cardinale şi orientarea pe hartă”, propunem următoarea problemă care vizează mişcarea: Priviţi desenul de mai jos. Fiecare pătrat din grilă are latura de 100 m. Un căutător de comori pleacă din punctul verde al traseului cu dorinţa de a găsi comoara îngropată (comoara se află în punctul marcat cu culoarea roşie). În prima zi el pleacă din punctul marcat pe „hartă” cu culoarea verde şi parcurge următorul traseu: 200 m spre nord, 300 m spre est, 100 m spre sud, 200 m spre vest, 500 m spre sud, 100 m spre vest. A descoperit comoara? Cât măsoară cea mai scurtă distanţă de punctul iniţial de pornire? Care este distanţa cea mai scurtă până la comoară? Ştiind că se deplasează cu viteza medie de 14 m/min., aflaţi în cât timp a parcurs traseul stabilit. • Pentru a realiza conexiunea dintre matematică şi lecţia de geografie cu tema „Principalele oraşe ale României” se poate rezolva următoarea problemă de mişcare: Distanţa pe calea ferată de la Bucureşti la Baia Mare este de 625 km 115 / 331 (oraşele vor fi identificare pe hartă). Din cele două oraşe pleacă în acelaşi timp unul spre celălalt, două trenuri, din Bucureşti un accelerat având viteza medie de 75 km/h şi din Baia Mare un personal cu viteza de 50 km/h. După cât timp se vor întâlni cele două trenuri? La ce distanţă de capitala ţării? Literatură • Problemele despre personajele întâlnite de copii în lecturile citite sunt deosebit de atactive. Copiii primesc cu plăcere şi umor întâmplările imaginate de profesor şi transpuse în problemă. Exemplu: Făt-Frumos călare pe calul său fuge din palatul Zmeului cu viteza de 24 km/h. După 3 ore Zmeul-Zmeilor pleacă în urmărirea lui, având viteza de 42 km/h. În cât timp îl ajunge? La ce distanţă de palat Zmeul îl prinde din urmă pe Făt-Frumos? Pentru a deveni atractivă, activitatea de rezolvare a problemelor de mişcare cu elevii trebuie să abordeze teme captivante, familiare elevului. Mobilele din problemele clasice (automobil, tren, avion, pieton) pot fi înlocuite cu fluturi, albine, melci, iepuri, vulpi etc. mai apropiate de universul copilăriei. puneţi o problemă de întâlnire cu personaje dintr-o poveste Aplicaţii și teme de reflecție 1. Com cunoscută. 2. Concepeţi descriptori de performanţă pentru evaluarea unui item ce conţine rezolvarea unei probleme de mişcare la clasa a III-a. 116 / 331 Matematică şi mişcare – abordări inter şi transdisciplinare Matematică şi mişcare- repere în abordarea temei la ciclul gimnazial Deşi problemele de mişcare nu apar ca şi conţinut explicit în programa şcolară pentru gimnaziu, ele pot fi introduse sub forma unor aplicaţii, în unităţile de învăţare cu tema „Probleme care se rezolvă cu ajutorul ecuaţiilor”, în cadrul unui opţional sau în pregătirea elevilor capabili de performanţă. Sunt considerate probleme de mişcare acele probleme în care se cere determinarea uneia dintre mărimile: viteză, distanţă sau timp, când sunt cunoscute două dintre mărimi sau diferite relaţii între acestea. ⋅ Rezolvarea acestor probleme are la bază legea sau ecuaţia mişcării rectilinii uniforme:d vt= . Acest tip de mişcare este caracterizată prin: - vectorul viteză este constant ca direcţie, sens şi mărime; - traiectoria este rectilinie; - vectorul acceleraţie este nul. Mişcarea rectilinie uniformă este studiată de abia în clasa a VI-a, la disciplina fizică, dar elevii operează cu d vt= ⋅ relaţia încă din ciclul primar, când învaţă să rezolve problemele de mişcare, în cadrul orelor de matematică-opţional sau pe parcursul activităţilor pregătitoare pentru concursuri şcolare. Scopul abordării temei este acela de a asigura o abordare interdisciplinară prin integrarea unor probleme de mişcare în activităţile de învăţare ale anumitor teme din matematică. Suportul perceptiv-vizual al problemelor de mişcare conduce la formarea Valenţele formative ale unor reprezentări clar definite, care la rândul lor, vor sprijini şi dezvolta rezolvării problemelor de raţiile gândirii implicate în rezolvarea acestui tip de probleme. mişcare ope Abordarea acestui tip de probleme contribuie la: - evidenţierea conexiunii matematicii cu alte discipline (fizica, astronomia); - anticiparea unor noţiuni, care se studiază la matematică de abia la liceu (vectori), sau la gimnaziu în cadrul disciplinei fizică; - realizarea transferului de cunoştinţe în contexte practice; - formarea gândirii logice la elevi; - dezvoltarea capacităţii de abstractizare şi generalizare; - încurajarea găsirii de metode alternative de rezolvare ale aceleiaşi probleme. Rezolvarea problemelor de mişcare poate fi realizată prin: - metode aritmetice (metoda figurativă, metoda comparaţiei, metoda falsei ipoteze, metoda mersului invers); - metode algebrice, prin transcrierea datelor problemei sub formă de ecuaţii. De cele mai multe ori însă, cele două căi, aritmetică şi algebrică sunt complementare şi se întrepătrund în abordarea acestui tip de probleme. 117 / 331 Tipuri de probleme şi • Probleme simple: triunghiul distanţă – timp – viteză abordarea metodologică a ornind de la ecuaţia care descrie mişcarea rectilinie uniformă se pot acestora P construi probleme simple de determinare a uneia dintre cele trei mărimi, atunci când sunt cunoscute celelalte două. Exemple: - În câte minute va străbate distanţa de 8,7 km o persoană care se deplasează cu viteza medie de 3 km/h? - Ce distanţă va parcurge un motociclist care se deplasează cu viteza de 100 km/h în 3,5 ore? - Ce viteză medie (exprimată în km/h) are un excursionist care parcurge distanţa de 4,2 km în 84 minute? Recomandări: - Lucraţi diferenţiat cu elevii care au un ritm mai lent de învăţare. Propuneţi-le ca sarcină să rezolve independent probleme de mişcare simple, după modelul exemplelor prezentate. - Utilizaţi diferite scheme vizuale pentru a facilita înţelegerea exprimării unei mărimi în funcţie de celelalte două: - La clasa a V-a, puteţi introduce în acest tip de probleme operaţii cu fracţii zecimale şi transformări ale unităţilor de măsură. • Probleme de mişcare în acelaşi sens, pe aceeaşi direcţie Cazul general: Două mobile pleacă simultan, în acelaşi sens din punctul A şi respectiv B situate la distanţa AB=d. Mobilul din A se deplasează cu viteza v, iar 1 mobilul din B cu viteza v2, v1>v2. După cât timp mobilul din A îl ajunge pe cel din B? În particular, în problemele de mişcare, cele două mobile pot fi: automobile, motociclişti, avioane, vapoare, excursionişti etc. Soluţionarea problemei puse se poate reprezenta grafic astfel: 118 / 331 Condiţia v>v2 este necesară deoarece numai astfel mobilul din A îl poate 1 ajunge pe cel din B, de care îl desparte distanţa „d”. Pentru a determina după cât timp mobilul din A recuperează distanţa „d”, se află mai întâi cât recuperează din distanţă într-o unitate de timp. Presupunem că vitezele sunt exprimate în km/h iar distanţa „d” în km (altfel se fac transformările corespunzătoare) şi deducem că într-o oră se recuperează (v-v2) km. Astfel, întreaga distanţă „d” va fi recuperată în 1 timpul: d t= 12vv− Exemple: - Un grup de turişti pleacă de la o cabană la ora 8 dimineaţa. Merg cu viteza de 6 km/h. La ora 12 în aceeaşi zi se trimite după ei un curier cu o telegramă. Curierul se deplasează cu o viteză de 14 km/h. După cât timp şi la ce distanţă de cabană va ajunge curierul grupul de turişti? - Un biciclist având viteza de 24 km/h, pleacă din oraşul A. După 3 ore pleacă tot din A, în aceeaşi direcţie, un motociclist având viteza de 42 km/h. În cât timp îl va ajunge motociclistul pe biciclist şi la ce distanţă de oraş? - Dintr-o localitate au plecat la un interval de o oră, pe rând, un pieton, un biciclist şi un autocamion, ajungând la destinaţie tot la interval de o oră, dar în ordine inversă. Dacă pietonul a plecat la ora 7 şi a ajuns la ora 12, iar 1 din viteza autocamionului întrece cu 1 km/h 1 din 1216 viteza biciclistului, să se afle cu ce viteză a mers fiecare şi distanţa dintre localităţi. (G.M. 3/1981) - Trei atleţi aleargă pe un stadion, plecând deodată şi din acelaşi loc. Primul face un tur în 3 minute, al doilea are nevoie de 22 minute, iar 3 al treilea de 12 minute. Să se afle după cât timp vor fi toţi trei, în 2 acelaşi moment pe locul de plecare şi câte tururi de stadion a făcut fiecare. - Un motociclist pleacă din oraşul A cu o viteză medie de 30 km/h. După 4 ore pleacă din acelaşi oraş şi în acelaşi sens un autoturism care are o viteză medie de 60 km/h. După cât timp autoturismul va ajunge din urmă motociclistul? Recomandări şi observaţii: - În cazul problemelor de mişcare în acelaşi sens (de urmărire) viteza de apropiere a mobilelor este dată de diferenţa v-v2, a vitezelor celor 1 două mobile; - Asiguraţi-vă că elevii au înţeles datele problemei. Folosiţi pentru aceasta ilustrări grafice şi scheme logice de rezolvare etapizată; - Analizaţi modalităţi alternative de rezolvare a problemelor (metoda 119 / 331 aritmetică şi metoda analitică); - Folosiţi metode active: algoritmizarea, metoda „Gândiţi/Lucraţi în pereche/ Comunicaţi”, brainstorming-ul, care contrinuie la dezvoltarea gândirii critice, a flexibilităţii gândirii, intuiţiei, spiritului de observaţie etc. - Ghidaţi elevii spre o generalizare a rezolvării problemelor de urmărire, după rezolvarea unui număr suficient de aplicaţii. • Probleme de mişcare în sens contrar, pe aceeaşi direcţie Cadrul general Două mobile pleacă simultan, în sensuri contrare, unul dintre ele din punctul A, iar celălalt din punctul B, pe aceeaşi direcţie. Mobilul din A se deplasează cu viteza v, iar mobilul din B cu viteza v2.După cât timp 1 mobilul din A se va întâlni cu mobilul din B? Soluţionarea problemei puse se poate reprezenta grafic astfel: În cazul mobilelor care se deplasează pe aceeaşi direcţie, dar în sensuri contrare, viteza de apropiere a unuia faţă de celălalt este dată de suma celor două viteze de deplasare a mobilelor: v+v2. 1 Timpul după care se întâlnesc cele două mobile, în acest caz va fi dat de relaţia: dt= 12vv+ Exemple: - Doi bicicliști pleacă unul spre celălalt din două localități A și B, cu vitezele constante de 20 km/h și, respectiv 12 km/h. Ei se întâlnesc în C și hotărăsc să-și continue drumul amândoi cu viteză constantă, viteză egală cu media aritmetică a vitezelor lor inițiale. Dacă primul ajunge la destinație cu 4 ore mai repede decât al doilea, să se afle distanța dintre A și B, respectiv dintre B și C. (etapa locală Botoșani – 1991) - Din două orașe A și B pornesc în același timp unul către celălalt două 3 camioane. Viteza camionului care pleacă din A este din viteza 5 camionului care pornește din B. Să se calculeze viteza fiecărui camion și cât timp a făcut al doilea camion până la destinație, știind că 1 distanța dintre orașe este de 320 km și că după ore de la pornirea 3 2 lor, mai erau 40 km până la întâlnire. - În același moment din localitățile A și B pornesc unul spre celălalt doi 120 / 331 bicicliști care se întâlnesc la 5 km de localitatea A. Continuîndu-și deplasarea, primul ajunge în B și se întoarce către A, iar celălalt ajunge în A și revine către B, întâlnindu-se din nou la 3 km față de B. Să se afle distanța dintre localități. - Viteza unui biciclist este cu 8 km/h mai mare decât viteza unui pieton. Pietonul se deplasează din localitatea A spre localitatea B, iar biciclistul din localitatea B spre localitatea A. Știind că cei doi au început deplasarea în același moment și că s-au întâlnit după 2 ore și 15 minute într-un punct P, astfel încât distanța AP este un sfert din distanța AB, să se afle distanța dintre localități precum și viteza pietonului. - Distanța dintre două orașe este de 63 km. În același moment pornesc din cele două orașe doi bicicliști, unul spre celălalt. Cei doi bicicliști se întâlnesc după 3 ore și constată că unul a parcurs cu 3 km mai mult decât celălalt. Care este viteza cu care s-a deplasat fiecare biciclist? Recomandări şi observaţii: - Aplicaţi probleme de întâlnire, la clasa a V-a, în cadrul unităților de învățare „Înmulțirea și împărțirea numerelor naturale”, „Probleme care se rezolvă cu ajutorul ecuaţiilor” și „Unităţi de măsură”; - Formaţi la elevi obişnuinţa de a lucra schematic şi de a-şi însuşi un algoritm de lucru al acestui tip de problemă; - După ce elevii rezolvă mai multe probleme de acest tip (de întâlnire), deprinzându-se cu algoritmul, realizaţi o generalizare a rezolvării:  d = t x (v1 + v2)  t = d : (v1 + v2) - Asiguraţi-vă că elevii pot încadra corect problema dată în categoria corespunzătoare de probleme (de mişcare în acelaşi sens, sau de mişcare în sensuri opuse). Probleme de tracţiune • Alte tipuri de probleme care pot fi abordate în cadrul orelor de matematică şi contribuie la asigurarea caracterului interdisciplinar al demersului didactic sunt problemele de tracţiune: Exemplu: Ce masă are o sanie dacă forţa de tracţiune este de 200 N, iar rezultanta este jumătate din aceasta? (G=m∙g, iar g=10) Recomandări metodologice: - Puteţi propune o problemă de tipul celei din exemplul de mai sus, la 121 / 331 clasa a VII-a ca aplicaţie a teoremei lui Pitagora, - Ţineţi cont de achiziţiile pe care le au elevii de la disciplina fizică, deoarece fără a cunoaşte regula de compunere a forţelor, nu se poate explica de ce o sanie care este „trasă” pe o direcţie (cea a forţei de tracţiune) se deplasează pe o altă direcţie. - Chiar dacă elevii au lucrat probleme asemănătoare la fizică, includeţi- le în orele de matematică pentru a avea o abordare interdisciplinară. - Începeţi rezolvarea problemei cu reactualizarea formulei G=m∙g. - Pentru determinarea masei, în situaţia dată, trebuie determinată G mărimea forţei de greutate . Aceasta acţionează asupra saniei şi este reprezentată de segmentul AD, forţa de tracţiune de segmentul AC, iar rezultanta de AB. ntroducerea mărimilor direct proporţionale Mişcarea rectilinie La clasa a VI-a pentru i tilizaţi exemple de tipul: uniformă şi mărimile u direct proporţionale n automobil are o viteză medie de 60 km/h. Acesta va parcurge într-o oră U 60 km, în două ore 120 km, în trei ore 180 km, ş.a.m.d. Aceste rezultate pot fi grupate de către elevi într-un tabel de variaţie: d (km) 60 120 180 240 300 360 t (ore) 1 2 3 4 5 6 Tabelul de mai sus poate fi reprezentat grafic, ca în imaginea de mai jos: Prelucrarea datelor din tabel într-un grafic determină o interpretare vizuală a problemei: elevii vor observa că graficul „urcă” de la stânga la dreapta, deoarece atunci când timpul creşte de un număr de ori şi distanţa creşte de acelaşi număr de ori. La gimnaziu abordarea problemelor de mişcare presupune o tratare interdisciplinară a acestora. Pentru a spori atractivitatea modului de prezentare a acestei categorii de probleme este recomandat să: − prezentaţi problemele sub forma unor scurte „povestioare”. Participând afectiv, elevii vor fi astfel mai atenţi şi mai motivaţi să contribuie activ la rezolvare; − implicaţi analizatorul vizual prin reprezentări grafice, simulări şi animaţii sub forma unor prezentări în Power Point sau cu ajutorul unor softuri educaţionale; 122 / 331 − inseraţi „situaţii problemă” din viaţa cotidiană sau probleme recreative care implică anumite cunoştinţe despre mişcare. n motociclist pleacă din oraşul A cu o viteză Aplicaţii și teme de reflecție 1. Pornind de la problema „U medie de 30 km/h. După 4 ore pleacă din acelaşi oraş şi în acelaşi sens un autoturism care are o viteză medie de 60 km/h. După cât timp autoturismul va ajunge din urmă motociclistul?” concepeţi doi itemi asemănători, unul cu un grad de dificultate mai scăzut şi celălalt cu un grad de dificultate mai ridicat. 2. Identificaţi în programa şcolară de gimnaziu 3-4 teme în care aţi putea introduce probleme de mişcare, ca aplicaţii practice pentru consolidarea cunoştinţelor. 123 / 331 Paradoxuri matematice. Paradoxurile matematice – probleme pentru orice vârstă. Paradoxurile sunt raționamente matematice care conduc la concluzii absurde ca urmare a unor greșeli ascunse. Mai putem spune că paradoxul este un enunț contradictoriu și în același timp demonstrabil, este o afirmație care poate fi demonstrată și ca adevărată și ca falsă. În domeniul matematicii recreative paradoxurile s-au bucurat de foarte multă simpatie din partea cititorilor, poate și datorită faptului că nimeni nu se așteaptă să întâlnească absurdități, contradicții, concluzii neologice sau inexactități în cea mai exactă dintre științe - Matematica. De asemenea, a găsi unde s-a strecurat greșeala poate deveni o acțiune pasionantă. Se întelege de la sine că demonstrația unei absurdități nu poate fi corectă. O asemenea demonstrație conține întotdeauna o „hibă”. A o găsi, solicită spiritul de observație, iar acest exercițiul poate fi extrem de antrenant, plăcut și chiar interesant uneori. unt perioade în calendarul școlar, în care trebuie să segmentăm rutina. Cum folosim orele la S unt perioade în care programul de școală este sub influența unor dispoziția profesorului. S evenimente sau sărbători, uneori perioade prea consistente de instruire. Trebuie să intervenim cu altceva. Dar acel „altceva” pentru elev poate fi de fapt tot matematică. Dacă vrem să atragem atenția elevilor, sigur paradoxurile ne vor ajuta. Iar a găsi unde anume se ascunde ciudățenia este de fapt rezultatul unui demers logic. Și de fapt asta ne și dorim din partea elevilor noștri: să gândească corect. De origine greacă („para”=contra, „doxa”=opinie), cuvântul „paradox” a circulat cu semnificația corespunzătoare: părere contrară opiniei generale. Tot din timpuri străvechi avem moștenite paradoxuri celebre. • paradoxul mincinosului (Eubulide din Milet – elevul lui Euclid) • paradoxul grămezii (Eubulide) • paradoxul lui Ahile (Zenon din Eleea) • paradoxul dihotomiei (Zenon din Eleea) De fapt paradoxurile matematice erau cunoscute încă din antichitate. Euclid a scris o lucrare intitulată Pseudaria, în care expunea diferite feluri de a raționa greșit în matematici; această operă nu s-a păstrat. Considerăm că paradoxurile amintite mai sus sunt binecunoscute, de aceea vom prezenta în continuare alte câteva exemple. Calcule ciudate • Orice pisică normală are 4 labe. Nicio pisică nu are 3 labe (făcând abstracție de pisicile invalide). Să vedem o concluzie de ansamblu: 1 pisică . . . . . . . . . . .. . 4 labe 0 pisici . . . . . . . . . . . . 3 labe ________________________ 1 pisică . . . . . . . . . . .. .. 7 labe • Știm că o jumătate de sticlă goală echivalează cu faptul că cealaltă 124 / 331 jumătate este plină. Dacă înmulțim fiecare cu 2, vom obține că o sticlă goală va echivala cu o sticlă plină. • Suntem toți de acord că următoarele două egalități exprimă un adevăr indiscutabil: 2 kg = 2000 g și 0,5 kg = 500 g. Să le scriem una sub alta și apoi să înmulțim membru cu membru. 2 kg = 2000 g 0,5 kg = 500 g _______________ 1 kg = 1000 000g • Egalitatea 0,25 lei = 25 bani este strict adevărată. Dacă extragem rădăcina pătrată din fiecare membru ar trebui să obținem rezultate egale. Dar ce constatăm? 25,0 lei = 0,5 lei iar 25bani = 5 bani. Dacă 0,5 lei = 5 bani înseamnă că un leu are 10 bani și nu o sută!? Construcții geometrice care • Două perpendiculare duse dintr-un punct pe o dreaptă. „sfidează” imposibilul Fie două cercuri secante (centre O și O') cu raze de lungimi diferite, punctele de intersecție fiind A și B. Dreptele AO și AO' intersectează din nou cercurile în C și C'. Apoi dreapta CC' intersectează cercurile în D și D'. Unghiurile ADC' și AD'C sunt drepte deoarece fiecare este înscris într-un semicerc. Prin urmare dreptele AD și AD' sunt ambele perpendiculare pe dreapta CC'. A O O' D D' C C' B • Unghiul obtuz are 90º. Se dă un patrulater ABCD cu unghiul C drept, unghiul D obtuz și laturile opuse BC și AD egale. Ridicăm perpendiculare pe mijloacele E și F ale laturilor AB și CD. Aceste perpendiculare nu pot fi paralele și prin urmare se intersectează într-un punct K. - K se află în interiorul patrulaterului. Îl unim cu cele patru vârfuri și avem triunghiurile AKD și BKC congruente (LLL). Deci unghiurile ADK și BKC sunt și ele congruente. Iar dacă adăugăm acestor unghiuri pe FDK respectiv FCK (egale și ele) obținem că unghiul obtuz D este egal cu unghiul drept C. - K se află în exteriorul patrulaterului. (Se tratează analog). 125 / 331 Paradox „palpabil” • Banda lui Möbius – enigmatica bandă este cea mai expresivă formă de manifestarea a noţiunii de paradox printr-un obiect palpabil. Realizarea benzii lui Möbius: se ia o bandă de hârtie şi se aşează pe masă, se notează colţurile (stânga-sus şi dreapta-jos cu A, dreapta-sus şi stânga-jos cu B). Se încolăceşte apoi banda astfel încât colţurile cu aceeaşi literă să se atingă, răsucind-o o dată și apoi lipind marginile care se ating. Proprietăţile benzii lui Möbius: se trasează o linie pe mijlocul benzii, fără a ridica creionul de pe bandă. Procedeul se continuă până se ajunge din nou în punctul din care s-a pornit. Se constată că linia este trasă pe ambele părţi şi că din orice punct al benzii se poate ajunge la linie. Deci, suprafaţa prezintă o singură faţă. Cu o cariocă se colorează punctele de margine, fără a se ridica carioca de pe muchie, până se ajunge în punctul din care s-a plecat. Se constată că toate punctele de margine ale benzii sunt colorate. Deci, suprafaţa are o singură muchie. Aşadar, banda lui Möbius este o suprafaţă cu o singură faţă şi o singură muchie, simplu răsucită. Secţionarea benzii lui Möbius: poate duce la rezultate interesante în ceea ce priveşte proprietăţile sale. Aşadar, prin tăierea de-a lungul benzii lui Möbius se obţine o suprafaţă cu două feţe şi două margini, dublu răsucită. Prin repetarea procesului, se observă că această nouă bandă respectă toate proprietăţile suprafeţelor cu două feţe (de exemplu, ale benzii de hârtie din care s-a construit banda lui Möbius): tăiată pe jumătate, se obţin 2 benzi de aceeaşi lungime, cu două feţe, cu două muchii, dublu răsucite, dar de două ori mai înguste (de 4 ori mai înguste decât banda lui Möbius). Doar că sunt legate ca zalele unui lanţ. Prin trisecţionarea benzii lui Möbius se remarcă dublarea numărului de benzi. Cea obţinută în mijloc este tot o bandă a lui Möbius, adică o suprafaţă cu 2 feţe, 2 muchii, simplu răsucită, dar de lăţime mai mică decât banda iniţială. Cealaltă, obţinută „pe margine", este o suprafaţă cu 2 feţe, 2 muchii, dublu răsucită şi de două ori mai lungă. În general, prin paradox se înțelege o contradicție (care implică forma, și nu fondul) între două enunțuri, care se neagă dar se și implică reciproc. Cu alte cuvinte, acceptând pe unul dintre cele două enunțuri, din acesta decurge și celălalt enunț, care însă îl contrazice pe primul. În general, contradicția nu se poate depăși. Însă, dacă se găsește o cale prin care poate fi înțeleasă și evitată această contradicție, ne aflăm în fața unui pseudo-paradox. Un pseudo-paradox are soluție, deși aceasta nu este atât de evidentă și deseori poate fi descoperită cu greutate. alizați un proiect didactic pentru o oră de matematică cu tema Aplicaţii și teme de reflecție 1. Re Sofismul lui Curry 126 / 331 Proporţionalitate Regula de trei simplă şi regula de trei compusă Pentru prima dată ideea de proporţionalitate şi raport (fără utilizarea terminologiei specifice) apare în clasa a IV-a atunci când elevii studiază fracţiile egale (echivalente), definindu-le ca fiind fracţiile care reprezintă aceeaşi parte din întreg şi când învaţă să afle valoarea unei fracţii dintr-un întreg. La gimnaziu se studiază proporţionalitatea, regula de trei simplă şi regula de trei compusă. Problemele de împărţire a unui număr în părţi proporţionale se rezolvă la clasa a IV-a folosind metoda reducerii la unitate. La clasele gimaziale, pentru rezolvarea unor astfel de probleme se foloseşte metoda proporţiilor, în care se aplică regula de trei simplă şi regula de trei compusă. xistă două tipuri de probleme: Tipuri de probleme de E împărţire a unui număr în Probleme de împărţire a unui număr în părţi direct proporţionale. părţi proporţionale • În astfel de probleme, dacă o mărime creşte de un număr de ori şi cealaltă creşte de acelaşi număr de ori. De exemplu, dacă un tricou costă 12 lei, 3 tricouri vor costa de 3 ori mai mult. • Probleme de împărţire a unui număr în părţi invers proporţionale. În acest tip de probleme, dacă o mărime creşte de un număr de ori, cealaltă mărime scade de acelaşi număr de ori. De exemplu, dacă o albină consumă o cantitate de miere în 10 zile, 2 albine vor consuma aceeaşi cantitate de miere în 5 zile. Algoritmul de rezolvare al problemelor de proporţionalitate, la clasele primare, se va realiza prin raţionament aritmetic, metoda reducerii la unitate putând fi introdusă imediat după ce elevii au studiat înmulţirea şi împărţirea numerelor naturale. Se vor lucra mai întâi probleme cu mărimi direct proporţionale (care sunt mai uşor de înțeles la vârsta şcolară mică) apoi probleme cu mărimi invers proporţionale. roblemele din această categorie cuprind trei mărimi cunoscute şi una Regula de trei simplă P necunoscută, două câte două de acelaşi fel. Cu ajutorul celor trei elemente cunoscute se află şi cel de-al patrulea. • Exemplu 1 – mărimi direct proporţionale: 5 caiete de acelaşi fel costă 30 de lei. Câţi lei vor costa 7 caiete? a) Rezolvare prin raţionament aritmetic (metoda reducerii la unitate), utilizată la ciclul primar: Aflăm, mai întâi valoarea unei unităţi, adică a unui caiet: 30 : 5 = 6 (lei) Dacă un caiet costă 6 lei, 7 caiete vor costa de 7 ori mai mult: 7 x 6 = 42 (lei) Problema se poate rezolva aritmetic aşezând datele în felul următor: 5 caiete ....................30 lei 1 caiet ......................30 : 5 = 6 lei 7 caiete .....................7 x 6 = 42 lei 127 / 331 b) Rezolvare prin metoda proporţiei (regula de trei simplă): 5 caiete ................. 30 lei 7 caiete ...................x lei x7730x x = = 42 (lei) 30= 5 ⇒5 • Exemplul 2 – mărimi invers proporţionale: 3 tractoare ară o suprafaţă de teren în 4 ore. În cât timp vor ara aceeaşi suprafaţă de teren 2 tractoare? a) Rezolvare prin raţionament aritmetic (metoda reducerii la unitate): Pentru început vom afla în cât timp ară un singur tractor suprafaţa respectivă de teren: 3 x 4 = 12 (ore) Acum putem afla în câte ore ară 2 tractoare suprafaţa respectivă: 12 : 2 = 6 (ore) b) Rezolvare prin metoda proporţiei (regula de trei simplă): 3 tractoare ...................4 ore 2 tractoare ................... x ore x334x x = = 6 (ore) 4 = 2 ⇒2 problemele de acest tip apar trei mărimi, dintre care una este direct sau Regula de trei compusă În invers proporţională cu celelelte două, se cunosc perechi de valori pentru aceste două mărimi şi o valoare a primei mărimi, cerându-se cealaltă valoare a sa. Exemplu: La o fermă, 5 oi consumă în 3 zile 75 kg de nutreţ. Ce cantitate de nutreţ este necesară pentru a hrăni o turmă de 40 de oi timp de o săptămână? a) Rezolvare prin raţionament aritmetic (metoda reducerii la unitate): Vom afla, pentru început, ce cantitate de nutreţ consumă o oaie în 3 zile: 75 : 5 = 15 (kg) Putem afla câte kilograme de nutreţ consumă o oaie într-o zi: 15 : 3 = 5 (kg) Atunci 40 de oi consumă într-o singură zi: 40 x 5 = 200 (kg). În final vom putea afla cât consumă 40 de oi în 7 zile (o săptămână): 7 x 200 = 1 400 (kg) Problema se poate rezolva aritmetic aşezând datele în felul următor: 5 oi .......... 3 zile .............75 kg nutreţ 40 oi .........7 zile................? kg nutreţ 1 oaie ........3 zile .............75 : 5 = 15 kg nutreţ 1 oaie ........1 zi ................15 : 3 = 5 kg nutreţ 128 / 331 40 oi ..........1 zi .................40 x 5 = 200 kg 40 oi ..........7 zile .............7 x 200 = 1 400 kg nutreţ b) Rezolvare prin metoda proporţiei (regula de trei compusă), aceasta fiind modalitatea de rezolvare la gimnaziu: 5 oi .......... 3 zile .............75 kg nutreţ 40 oi .........7 zile................x kg nutreţ Observăm că toate mărimile sunt direct proporţionale. Atunci: x74040775xx x = = 1 400 (kg nutreţ) 75 = 3 x5 ⇒53x Acest tip de problemă se poate rezolva algebric introducând o noţiune auxiliară ajutătoare, aceea de raţie, pe care o vom nota cu r. Raţia reprezintă cantitatea de nutreţ consumată de o oaie într-o zi. r = 75 = 5 ⇒ x = 5 x 40 x 7 = 1 400 (kg nutreţ) 35x Problemele din această categorie pot fi rezolvate la ciclul primar prin Împărţirea unui număr în raţionament aritmetic, folosind metoda figurativă. părţi proporţionale cu cele date Exemplu: Trei veveriţe au adunat împreună 320 de alune. Au hotărât să împartă alunele culese în raport cu vârsta fiecăreia. Să se afle câte alune a primit fiecare veveriţă, dacă ele au vârsta de 3 ani, 7 ani, respectiv 10 ani. a) Rezolvare aritmetică: Pentru început vom figura mărimile date în problemă şi relaţiile dintre ele: Numărul părţilor egale a căror sumă este 320 este: 3 + 7 + 10 = 20 (părţi egale) Valoarea unei părţi egale, în cazul nostru numărul alunelor primite de fiecare veveriţă pentru fiecare an de viaţă, este: 320 : 20 = 16 (alune) Cea mai mică dintre veveriţe va primi: 3 x 16 = 48 (alune) Veveriţa mijlocie va primi: 7 x 16 = 112 (alune) Cea mai mare dintre veveriţe va primi: 10 x 16 = 160 (alune) b) La gimnaziu problemele din această categorie se rezolvă prin raţionament algebric, utilizând proprietatea unui şir de rapoarte egale: suma numărătorilor pe suma numitorilor dă un raport egal cu rapoartele date. Fie x, y şi z numărul alunelor fiecărei veveriţe. Vom avea: 129 / 331 zyx320 + xyz+ = = 16 + 3 = 7 = 10 = 1073+20 x x = 3 x 16 = 48 3 = 16 ⇒ y y = 7 x 16 = 112 7= 16 ⇒ z z = 10 x 16 = 160 10 = 16 ⇒ Atunci când se utilizează metoda reducerii la unitate este deosebit de important să se apeleze la gândirea elevilor pentru stabilirea relaţiei matematice corespunzătoare unei singure unităţi. Profesorul va insista pe întrebarea „...mai mult, sau mai puţin?” fiindcă de răspunsul corect dat la această întrebare depinde stabilirea operaţiei corespunzătoare: înmulţire sau împărţire (dacă o mărime creşte de un număr de ori cealaltă poate să crească sau să scadă de acelaşi număr de ori). Pentru a avea garanţia unei activităţi atractive în procesul de rezolvare al Desfăşurarea unei activităţi emelor prin metoda reducerii la unitate, recomandăm următoarele: atractive probl • Utilizarea unor metode activ-participative (învăţarea prin descoperire, problematizarea, conversaţia euristică în cadrul grupului, brainstormingul ş.a.) care să menţină dinamismul activităţii; • Tematica problemelor să facă parte din sfera de interes a copilului de 9-10 ani. Problemele cu animale, flori, copii care participă la diferite activităţi sunt preferatele elevilor. Evitaţi problemele cu muncitorii care sapă şanţuri, sau lucrează piese la strung, domeniile acestea fiind pentru elevi unele abstracte; • Creaţi pentru ei probleme de reducere la unitate care să aibă legătură cu teme studiate la ştiinţe ale naturii, geografie sau istorie, asigurând astfel continuitate în procesul învăţării, asigurând un caracter interdisciplinar al tratării conţinuturilor; • Imprimaţi copilului o motivaţie puternică pentru susţinerea efortului necesar pe tot parcursul activităţii de rezolvare a problemelor; • Oferiţi elevilor posibilitatea să se manifeste creator prin găsirea altor căi de rezolvare noi, mai economicoase şi ingenioase; • Strecuraţi în activitatea de rezolvare a problemelor elemente de joc (competiţia, surpriza, aşteptarea, recompensa) pentru a menţine atenţia şi pentru a garanta o participare activă a tuturor elevilor clasei. ompuneţi o problemă în care să se regăsească mărimi direct Aplicaţii și teme de reflecție 1. C proporţionale şi o problemă în care să se regăsească mărimi invers proporţionale. 2. Alcătuiţi un eseu de o pagină în care să descrieţi ce tehnici utilizaţi în cadrul lecţiilor de matematică pentru ca activitatea să devină cât mai atractivă pentru copii. 130 / 331 Proporţionalitate Regula de trei simplă şi regula de trei compusă la ciclul gimnazial Elevii de gimnaziu studiază noţiunile legate de proporţionalitate în clasa a VI-a, în cadrul unităţii de învăţare „Rapoarte şi proporţii”, şi utilizează apoi competenţele dobândite în clasa a VII-a, în studiul asemănării triunghiurilor. Importanţa acestei teme este dată de numeroasele ei aplicaţii atât în matematică, fizică, chimie, cât şi în studiul unor situaţii din viaţa cotidiană. Deşi în programa şcolară în vigoare nu este inclusă şi regula de trei compusă, problemele care se rezolvă prin această metodă pot fi abordate la orele de opţional şi în cadrul cercurilor de excelenţă. Dincolo de aspectul tehnic, de calcul, pe care îl vizează problemele legate de proporţionalitate, rezolvarea acestora şi aplicarea regulilor de trei simplă sau de trei compusă formează la elevi abilitatea de a discerne între directa şi inversa proporţionalitate, de a organiza corespunzător datele problemei şi de a le corela prin utilizarea de raţionamente logico-matematice. proiectarea activităţilor de predare, învăţare și evaluare a noţiunilor de directă şi Introducerea În inversă proporţionalitate, profesorul poate apela la situaţii concrete, familiare elevului. noţiunilor de Este important să fie prezentate suficiente exemple pentru ca elevii să poată face distincţia directă şi inversă ntre mărimile direct proporţionale şi cele invers proporţionale. proporţionalitate î În acest sens, după introducerea definiţiei se pot analiza, folosind diferite metode activ- participative, câteva situaţii practice care să constituie exemple şi contraexemple de mărimi direct sau invers proporţionale. Exemple de mărimi direct proporţionale: • Cantitatea de combustibil şi preţul plătit – este un exemplu de mărimi direct proporţionale şi elevul poate urmări variaţia cu ajutorul unui tabel de date. Cantitatea 25 l de benzină 1 l 2 l 10 l X 5, 5 Costul 5, 5 lei 11 lei 55 de lei 137, 5 de lei În general, pentru un preţ constant, mărimile cost şi număr de obiecte sunt direct proporţionale: cost = preţ × nr. obiecte. • În problemele de mişcare rectilinie uniformă, dacă viteza este constantă, distanţa şi d vt= ⋅ timpul sunt direct proporţionale: . Printr-un astfel de exemplu se poate face conexiunea cu noţiunea de funcţie liniară pe care elevii o studiază în clasa a VIII-a, dar şi cu disciplina fizică. Contraexemple de mărimi direct proporţionale: Pentru a înţelege esenţa modului în care sunt definite mărimile direct proporţionale şi 131 / 331 rolul factorului de proporţionalitate, se pot propune şi câteva situaţii „capcană”: • Înălţimea unei persoane şi vârsta acesteia: deşi, în general, odată cu creşterea vârstei creşte şi înălţimea, mărimile nu sunt direct proporţionale, deoarece atunci când vârsta creşte de un număr de ori, înălţimea nu creşte de acelaşi număr de ori; • Preţul unei cărţi şi numărul de pagini reprezintă un contraexemplu, întrucât preţul nu este stabilit direct proporţional cu dimensiunile caietului; • Aria unui pătrat şi lungimea laturii sale - deşi atunci când latura pătratului creşte, creşte şi aria acestuia, cele două mărimi nu „păstrează raportul” şi nu sunt direct proporţionale. Acest lucru se poate uşor observa prin construirea unui tabel: Latura (cm) 2 4 6 8 10 Aria (cm2) 4 16 36 64 100 24 4 16≠ Exemple de mărimi invers proporţionale: • Numărul de robinete cu acelaşi debit şi timpul în care un recipient poate fi umplut sau numărul de muncitori şi timpul în care se efectuează o anumită lucrare sunt exemple clasice de mărimi invers proporţionale; • Pentru o distanţă constantă, mărimile viteză şi timp sunt invers proporţionale. Distanţa de 80 km este parcursă într-o oră de un automobil cu viteza constantă de 80 km/h şi în 4 ore de un biciclist cu viteza de patru ori mai mică, 20 km/h. Din exemplele discutate în clasă elevul va reţine diferenţa dintre mărimile care cresc în acelaşi timp, dar nu de acelaşi număr de ori şi mărimile direct proporţionale, în care o condiţie esenţială este ca cele două mărimi să crească (sau să descrească) de acelaşi număr de ori. Elevul poate învăţa să scrie rapoartele dintre mărimile direct proporţionale folosind metoda balanţei în echilibru: ? valorează cât din ? Notând cu a masa ananasului şi cu s masa strugurelui, putem scrie relaţia: 3 23asa s= ⇔= 2 Pentru introducerea noţiunii de directă proporţionalitate într-un mod captivant pentru elevi, apelaţi la o serie de exemple din viaţa cotidiană, familiare elevilor sau la situaţii imaginare cu personaje de basm. Exemple:  Un pasaj din Călătoriile lui Gulliver de Jonathan Swift: „Cum înălţimea obişnuită a liliputanilor este 132 / 331 ceva mai mică de şase incii, proporţia se păstrează la toate celelalte animale, precum şi la plante şi copaci. Aşa, de pildă, cei mai mari cai şi boi au între patru şi cinci incii înălţime, oile cam o incie şi jumătate şi gâştele sunt cam de mărimea unor vrăbii şi tot aşa, până la cele mai mici vietăţi, aproape invizibile pentru mine.”. Ştiind că o „incie” este de 2, 54 cm, care este înălţimea în centimetri a unui liliputan care are 4 incii?  Pentru prepararea a 5 porţii de prăjitură se folosesc 3 ouă, 1 cană cu lapte, 400 g de zahăr, 200 g de făină, 150 g de cacao, 100 g de margarină, 200g de ciocolată. Ce cantităţi se vor folosi pentru 10 porţii? Dar pentru 15 porţii?  Setilă bea 0,5 litri de apă pe minut, iar Flămânzilă mănâncă 15 pâini la fiecare sfert de oră. Puteţi afla câţi litri de apă şi câte pâini vor consuma Setilă şi Flămânzilă timp de jumătate de oră? Dar într-o oră?  O mămică vrea să distribuie suma de 900 de lei, destinată cumpărăturilor pentru cei trei copii ai ei, în mod direct proporţional cu vârstele acestora, care au astfel: mezinul Andrei are 9 ani, Maria are 12 ani, iar Viorel are 15 ani. Care sunt sumele de bani care vor reveni fiecărui copil? uă mărimi care sunt într-o relaţie de Regula de trei Acest procedeu este folosit în cazul a do pendenţă (direct sau invers proporţionale) şi la care, pentru una dintre mărimi simplă de cunoaştem două date, iar pentru cealaltă avem doar o singură informaţie dată, urmând să o aflăm pe cea de a doua. Bineînţeles, condiţiile în care sunt valabile aceste date (informaţii) sunt precizate. Regula se poate aplica în câţiva paşi simpli, pe care îi descriem în continuare: • Realizăm o schiță a problemei având în vedere să grupăm corect datele ntru mărimile corespunzătoare; Pasul 1 pe • Stabilim corect relația de proporționalitate dintre mărimi: directă sau nversă; Pasul 2 i criem proporția, având în vedere tipul de proporționalitate determinat; Pasul 3 • S flăm din proporție termenul necunoscut. Pasul 4 • A Pentru a fi explicită diferenţa dintre tipurile de proporţionalitate implicate, e indicat să fie aplicată această regulă în cazuri concrete. Exemple: 1. Dacă un elev rezolvă 100 de exerciţii în 9 zile, în cât timp va rezolva tema de vacanţă, în care are 500 de exerciţii (presupunând că lucrează acelaşi număr de exerciţii pe zi)? 2. O croitoreasă, lucrând 6 ore pe zi, termină o comandă pe care a primit-o în 5 zile. Câte ore ar fi trebuit să lucreze pe zi pentru a termina comanda în 3 zile? 133 / 331 Exemplul 1 O bservaţii metodologice P1 100 exerciţii. . . . . . . . . . 9 zile Datele aceleiaşi mărimi apar în aceeași oloană. 500 exerciţii. . . . . . . . . . x zile c P2 D.P. Dacă avem dependenţe de tipul „o mărime creşte (descreşte) de un număr de ori şi (dacă rezolvă un număr mai cealaltă creşte (descreşte) de acelaşi număr de mare de exerciţii, va trebui să ori, atunci mărimile sunt direct proporţionale lucreze un număr mai mare de i notăm prescurtat D.P. zile) ş P3 100 9Dacă mărimile sunt direct proporţionale cestea păstrează raportul. Aşa cum 500x= atunci, a scriem raportul din stânga, așa vom scrie și raportul din partea dreaptă (aceeași ordine a termenilor). Proporţia se scrie „direct” din datele problemei. P4 500 15⋅Calculăm valoarea termenului x, care 5 9 45x= =⋅= prezintă răspunsul la problema noastră. 100 re Răspuns: 45 de zile Exemplul 2 O bservaţii P1 6 h/zi. . . . . . . . . . . . . .5 zile Datele aceleiaşi mărimi apar în aceeași oloană. x . . . . . . . . . . . . . . . . 3 zile c P2 I.P. Dacă avem o dependenţă de tipul o mărime reşte (descreşte) de un număr de ori şi (pentru a termina comanda într-c cealaltă descreşte (creşte) de acelaşi număr de un număr mai mic de zile, trebuie ărimile sunt invers să lucreze mai multe ore pe zi) ori atunci m proporţionale şi păstrează produsul. P3 36Dacă mărimile sunt invers proporţionale, tunci după ce scriem raportul din stânga, pe 5=x a cel din dreapta îl vom scrie inversat. ⋅ Sau 65 3x⋅= P4 56⋅Calculăm valoarea termenului x, care 1052=⋅==x prezintă răspunsul la problema noastră. 3 re Răspuns: 10 ore pe zi 134 / 331 Exemple de probleme care se rezolvă cu regula de trei simplă: 1. Dacă din 80 kg de făină se produc 180 de pâini, ce cantitate de făină este necesară pentru o cantitate de 36 de pâini? 2. Din 120 litri de apă de mare se obţin 300 g de sare. Ce cantitate de apă de mare este necesară pentru a se obţine 150 g de sare? 3. O secretară scrie la calculator 20 de cuvinte în 45 de secunde. Dacă păstrează acelaşi ritm, în cât timp va tehnoredacta un articol de 400 de cuvinte? ompusă reprezintă un procedeu de calcul a unui termen necunoscut Regula de trei Regula de trei c ărimi necunoscute) în cazul în care, într-o problemă intervin mai multe mărimi cu câte compusă (m două valori, dacă între unele există o proporţionalitate directă, iar între altele, o proporţionalitate inversă. Metoda constă în aplicarea succesivă a regulii de trei simplă. Etapele acestui procedeu sunt: • Scrierea datelor problemei sub forma unei scheme, astfel încât mărimile de acelaşi fel să fie aşezate unele sub altele, în aceeaşi coloană; • Stabilirea tipului de proporţionalitate (directă sau inversă) ce există între mărimea necunoscută şi, succesiv, celelalte mărimi; • Realizarea operaţiilor de înmulţire sau împărţire corespunzătoare; • Determinarea mărimii necunoscute; • Verificarea/validarea rezultatului obţinut în contextul datelor problemei. Exemplu: Cinci muncitori pot termina o lucrare în 15 zile, dacă lucrează câte 8 ore pe zi. În cât timp va termina aceeaşi lucrare o echipă formată din 10 muncitori care vor lucra 6 ore pe zi? Scrierea datelor problemei sub formă schematică: 5 muncitori…….8h/zi …..15 zile10 muncitori……6h/zi ….. x zile Pentru a putea aplica regula de trei simplă vom rescrie schema, păstrând constant numărul de muncitori. Vom determina în câte zile pot termina lucrarea 5 muncitori care lucrează câte 6 ore pe zi. 5 muncitori…….8h/zi …(I.P)..15 zile 5 muncitori…….6h/zi ….. y zile 8 15⋅ 20y= = 6 (zile) Păstrând numărul de ore constant, vom determina în câte zile termină cei 10 muncitori: 5 muncitori…(I.P)….20 zile……6h/zi 10 muncitori…............x zile…….6h/zi 5 20⋅ (zile) 10x= 10 = După determinarea tipului de dependenţă între mărimea necunoscută şi, succesiv, celelalte două mărimi, se poate determina necunoscuta printr-o singură relaţie: 135 / 331 I.P I.P 5 muncitori…….8h/zi …..15 zile 10 muncitori……6h/zi ….. x zile 5 8 15⋅⋅ (zile) 10x= ⋅ 10 6 = Rezolvarea acestui tip de problemă se poate face şi prin reducerea la unitate. Deoarece unul dintre obiectivele unităţii de învăţare „Rapoarte şi proporţii” este acela de a forma la elevi competenţa de a determina tipul de mărimi (direct sau invers proporţionale), este util ca în practică să se folosească procedeul regulii de trei compusă. Pentru înţelegerea acestui tip de problemă şi formarea raţionamentului matematic, se pot folosi însă, alternativ, ambele metode. Exemple de probleme care se rezolvă cu regula de trei compusă: 1. Într-o tabără, în 10 zile, 140 de elevi consumă 800 kg de pâine. Ce cantitate de pâine va fi necesară pentru o serie de 70 de elevi, care vor sta în tabără 7 zile? 2. O echipă de 20 de muncitori, care lucrează câte 6 ore pe zi, poate realiza un număr de 24 de piese, în 10 zile. Câte zile îi sunt necesare unei alte echipe, formată din 15 muncitori, pentru a finaliza 360 de piese, dacă lucrează câte 8 ore pe zi? 3. 6 marţieni construiesc o navă spaţială în 30 de secunde. După 3 secunde de lucru li se mai alătură încă 3 marţieni. În cât timp vor termina de construit nava? Rezolvarea problemelor de proporţionalitate, prin regula de trei simplă şi regula de trei compusă, are rolul de a forma la elevi priceperea de a analiza situaţia dată de contextul problemei (datele numerice, tipul de mărimi implicate) şi competenţa de a „descoperi” strategia optimă de rezolvare. Abordarea unor astfel de probleme prin metoda analitică sau prin metoda aritmetică, de reducere la unitate, contribuie esenţial la formarea raţionamentelor logico-matematice, la însuşirea limbajului specific disciplinei şi la educarea spiritului de iniţiativă. Pentru a spori atractivitatea modului de prezentare şi eficienţa predării-învăţării unor astfel de probleme, recomandăm:  utilizarea de metode centrate pe elev (de exemplu metoda Ştiu/vreau să ştiu/am aflat poate fi aplicată la clasa a VII-a pentru învăţarea noţiunilor de segmente proporţionale);  varierea datelor problemei pentru formarea deprinderilor de calcul şi fixarea procedeelor de lucru;  selectarea de probleme practice, cu un conţinut atractiv şi adecvat vârstei;  rezolvarea problemelor schematic, etapizat, eventual prin ambele metode (analitică şi aritmetică);  implicarea elevilor în crearea de probleme similare, după o schemă dată;  analizarea răspunsurilor date, frontal şi comentarea erorilor de raţionament;  identificarea de contexte practice, realiste, familiare elevilor în care se întâlnesc mărimi direct şi invers proporţionale. 1. Propuneţi 10 itemi atractivi, care se rezolvă cu regula de trei simplă şi regula de trei Aplicaţii și teme ompusă şi proiectaţi o fişă de lucru diferenţiat, conform cu standardele de de reflecție c performanţă. Precizaţi competenţele vizate şi oferiţi câteva modele de rezolvare. 136 / 331 Matematica în sport Sportul – sectorul de joacă și aplicații pentru teorii din matematică Multe dintre teoriile din matematică s-au născut în urma analizării unor situații sau fenomene a căror evoluție a fost atent observată. Au fost situații reale anume care au trezit interes și curiozitate. Poate că din acest motiv, diferite noțiuni, procedee, proprietăți, reguli sunt bine înțelese dacă sunt introduse prin intermediul unor situații concrete, cunoscute. Încă de la vârste fragede sportul este familiar oricărui copil. Nu doar familiar, ci chiar îndrăgit și practicat de majoritatea copiilor. Prin urmare, am da dovadă de o bună inspirație dacă am alege situații-problemă în context „sportiv”. Sunt frecvent întâlnite situațiile în care ne confruntăm cu nevoia de a Introducerea unor noțiuni termina numărul unor combinații de cifre, litere, persoane, obiecte etc. de teorie prin intermediul de au cu numărul variantelor posibile ale unor combinații, astfel încât să o unor exemple inspirate din s utem determina pe cea optimă sau pe cea mai avantajoasă. Să ne amintim sport. p regulile generale ale combinatoricii pe care le întâlnim frecvent. Regula sumei Dacă un anumit obiect A poate fi ales în m moduri, iar un alt obiect B poate fi ales în n moduri, astfel încât nicio alegere a lui A să nu coincidă cu nicio alegere a lui B, atunci alegerea lui A sau B poate fi realizată în m + n moduri. Regula produsului Dacă un anumit obiect A poate fi ales în m moduri și dacă după fiecare astfel de alegere, un obiect B poate fi ales în n moduri, atunci alegerea perechii (A,B) se poate face în m·n moduri. Ne oprim la aceste două reguli și încercăm să căutăm exemple potrivite. clasă există un grup de 8 elevi, cinci fete și trei băieți care știu să joace Exemplu pentru regula În enis. Provocăm unul dintre băieții care practică tenisul să-și găsească un sumei t coechipier (fată sau băiat) pentru o partidă de dublu cu o altă pereche de elevi din altă clasă. Cum ar trebui să procedeze? Rezolvare Băiatul în cauză poate să aleagă pe oricare dintre ceilalți șapte colegi care știu să joace, mai exact pe oricare dintre cele cinci fete, respectiv pe oricare dintre ceilalți doi băieți, adică 5 + 2 = 7. Elementele din regulă le regăsim și aici: obiectul A este oricare dintre fete, și avem m = 5 variante de a alege, iar obiectul B este oricare dintre cei doi băieți, și identificăm n = 2. Astfel regula sumei ne dă 7 variante posibile pentru alegerea coechipierului pentru o partidă de dublu la tenis. 137 / 331 Dar să nu uităm că suntem într-o situație practică. O discutăm și analizăm până la final. Ceea ce se dorește de fapt este câștigarea partidei de tenis, sau cel puțin o confruntare onorabilă. Pentru aceasta, esențial este ca elevul să găsească coechipierul cu ajutorul căruia să câștige partida, nu că elevul are 7 variante de a alege coechipierul. . Numărul 7 îi spune, de fapt, că trebuie să joace pe rând cu fiecare dintre cei 7 colegi, pentru a vedea cu care dintre aceștia face echipă bună. presupunem că pentru un concurs de dans sportiv, clasa trebuie să fie Exemplu pentru regula Să eprezentată de o pereche de dansatori (un băiat și o fată). După o probă produsului r de dans la care participă toți elevii din clasă, profesorul de dans îi selectează pe cei care s-au mișcat mai bine, pe ritm și au avut și o anumită grație. Să zicem doi băieți (Andrei și Paul) și trei fete (Miruna, Zoie și Ana). Cu unul dintre băieți și cu una dintre fete va trebui să formeze acea pereche care să reprezinte clasa la concurs. Câte variante are? Rezolvare Dacă profesorul îl alege pe Andrei, va avea trei variante de partenere de dans pentru a forma perechea. Iar dacă îl alege pe Paul, mai obține trei variante prin asocierea cu fiecare dintre cele trei fete. Prin urmare, are 2∙3 = 6 variante pentru perechea concurentă. Care va fi oare cea norocoasă? Să ne oprim la clasa a X-a, la numărul de permutări, aranjamente sau Identificarea corectă a ombinări. Formulele se rețin ușor și se fac calcule lejere cu acestea regulilor care se pot aplica c i k. Dar în situații practice, cum vor ști în diverse probleme de pentru diferite valori ale lui n ș opiii care dintre formule trebuie folosită? Vor ști doar dacă au înțeles combinatorică c definițiile și caracteristicele prin care se disting cele trei noțiuni: • Dacă folosim un limbaj al mulțimilor, permutările sunt variante diferite ale aceleiași mulțimi în care rearanjăm elementele, deoarece această mulțime este ordonată. Adică jonglăm cu k elemente pe k locuri disponibile. Câte astfel de variante avem? Regula produsului ne spune că pentru prima poziție avem k elemente care o pot ocupa. După ce am ales unul dintre ele, trecem la poziția a doua, pentru care avem k-1 elemente disponibile. După ce ne-am oprit asupra unuia dintre acestea, trecem la următoarea poziție pentru care avem de ales din k-2 elemente dornice să o ocupe, și tot așa până la ultima poziție pentru care va rămâne doar un element,ultimul. Adică k∙ (k-1)∙(k-2)∙. . . ∙2∙1= k!. kP= not • În același limbaj al mulțimilor, putem privi aranjamentele de n elemente luate câte k, drept submulțimi ordonate de k elemente ale unei mulțimi cu n elemente. Ceea ce înseamnă că după alegerea de k elemente dintre cele n elemente, vom trece la a permuta elementele, deoarece suntem într-o submulțime ordonată. Acum, pentru a determina câte aranjamente avem, putem folosi aceeași regulă a produsului sau să ne amintim de numărul funcțiilor injective care se pot defini pe o mulțime cu k elemente, cu valori într-o mulțime care are n elemente. 138 / 331 • Lucrurile sunt mai simple acum, deoarece la combinări de n elemente luate câte k, avem doar submulțimi de k elemente ale unei mulțimi cu n elemente. Pentru fixarea caracteristicele definitorii ale noțiunilor mai sus definite și identificarea corectă a situațiilor, vom pregăti o suită de aplicații-mozaic. Foarte important atunci când folosim genul acesta de exemple este să le prezentăm altfel decât niște probleme. Ele trebuie să aibă aerul unor situații-problemă concrete, pe care oameni adevărați le-au întâlnit și pe care au fost nevoiți să le rezolve. În felul acesta, elevii vor fi mai implicați și vor înțelege utilitatea în viața de zi cu zi a noțiunilor învățate. Putem opta pentru o activitate de învățare prin colaborare, activitate în perechi. Vom distribui fișe și vom repartiza elevilor anumite probleme cu texte inspirate din situații diferite (sporturi sau aspecte legate de acestea), dar care utilizează pentru soluționare aceeași formulă de calcul. După ce fiecare elev rezolvă problemele, urmează discuția cu partenerul din pereche. La finalul timpului acordat, profesorul poate numi elevi din 3-4 perechi, care vor prezenta soluții pentru problemele date (se vor prezenta din fiecare tip de probleme). Astfel, se realizează confruntarea rezultatelor perechilor, iar în cazul unor divergențe, lucrurile pot fi lămurite chiar prin reluarea analizei în pereche sau cu ajutorul colegilor, respectiv a profesorului. Prezentăm în continuare câteva astfel de probleme care pot să apară în fișă. 1. La un baraj pentru selectarea celui mai bun jucător de șah din școală trebuie să se joace 4 partide într-o săptămână. În câte moduri se pot programa aceste partide, știind că se joacă cel mult o partidă pe zi? 2. 10 băieți din clasa a IX-a vor să formeze o echipă de volei. Patru dintre ei vor să joace numai pe postul de libero, ceilalți neavând nicio preferință. În câte feluri se poate alcătui echipa? 3. 17 băieți ai unei clase vor să formeze o echipă de fotbal. Trei vor să fie numai portar, alți trei, numai fundaș dreapta. Ceilalți nu au preferințe. În câte feluri se poate alcătui echipa? 4. În echipa de majorete a școlii sunt 11 fete. 2 dintre costume sunt de culoare albă, iar celelalte 9 au culori diferite. În câte moduri se pot așeza fetele în linie, astfel încât prima și ultima fată din linie să fie cele în costume albe? 5. Până să înceapă perioada tezelor, au rămas patru săptămâni întregi în care să se joace cele 16 partide de tenis din turneul organizat pentru elevii școlii. Știm că elevii au acces la un teren de tenis pentru o partidă pe zi, după amiaza, cu excepția a două zile de sâmbătă și două de duminică din perioada precizată. În câte moduri poate școala să planifice aceste partide pentru a anunța programul la terenul de tenis? 6. La zilele școlii se organizează o competiție cu jocuri amuzante: 139 / 331 aruncarea unui balon la coș, alergare în viteză pe o distanță de 15 metri cu o cană plină cu apă, alergare în sac, prinderea mingilor de tenis de masă care plutesc într-un mini bazin cu jacuzzi, slalom cu o minge uriașă printre obstacole și realizarea ”piramidelor umane” din cinci elevi. Dacă se dorește să se înceapă și să se termine cu probele de alergare, în câte moduri poate să se facă programarea jocurilor din această competiție? roblemele de mișcare sunt cele mai bune exemple de legături cu viața Sportul – universul P otidiană. Cum sportul presupune în mare parte mișcare, avem aici un problemelor de mișcare c domeniu vast de studiu și aplicații. În plus, avem aplicații în care intervin și cunoștințe din fizică (cel mai adesea), biologie sau chimie. Este interesant că anumite aspecte legate de sport, cum ar probele sportive, dau naștere la probleme în soluționarea cărora avem nevoie de cunoștințe variate. Exemple 1. La o probă de alergare, Marcel a trecut linia de sosire al 253-lea. Apoi a aflat că fiecare al 15-lea alergător a fost descalificat. Ce loc ocupă Marcel în clasamentul final? 2. Într-o cursă de mașini sunt 3 participanți. Viteza mașinii de pe locul doi este cu 15 km/h mai mică decât a celei de pe locul întâi și cu 3 km/h mai mare decât a celei de pe locul trei, și trece linia de sosire la 12 minute după prima mașină și cu trei minute mai devreme decât cea de a treia mașină. Ce distanță a fost parcursă în această cursă? 3. Doi prieteni pensionari, Nicu și Traian, se antrenează pentru o probă de marș în jurul unui stadion a cărui perimetru are 330 de metri. Pornesc deodată, din același punct, Nicu face 5 metri în 5 secunde iar Traian 2 metri, în același timp. După două minute și cinci secunde Traian se oprește deoarece a obosit, în timp ce Nicu își continuă antrenamentul. După cât timp ajunge la Traian? 4. Trei tineri,Andrei, Victor și Mihai, se antrenează împreună pentru un concurs de atletism. La primul antrenament pentru proba de 100 de metri, când Andrei termină cursa, Victor se află la 10 metri în spatele lui, iar când Victor trece și el linia de sosire, Mihai se află cu 10 metri mai în spate. Când Andrei a trecut linia de sosire, la câți metri în spatele lui se afla Mihai? 5. Doi înotători traversează fără oprire un lac, în ambele sensuri, deplasându-se cu viteze constante. Ei pleacă de pe maluri opuse în același moment, se întâlnesc la 50 m față de unul dintre maluri, își continuă traversarea și, întorcându-se, se reîntâlnesc la 40 m de celălalt mal. Determinați lățimea lacului. 6. Doi sportivi fac antrenament pe pista circulară a unui stadion. Ei pleacă în același timp, în sensuri contrare și se mișcă uniform. După ce s-au întâlnit, primului sportiv i-au mai trebuit 36 de secunde ca să 140 / 331 ajungă în punctul de plecare, iar celuilalt sportiv i-au mai trebuit 64 de secunde ca să ajungă și el în punctul de plecare. De câte ori parcurge pista fiecare sportiv în cele 28 de minute cât durează încălzirea? 7. Un sportiv înoată pe fluviu împotriva curentului. La primul pod pierde ochelarii de soare pe care-i avea pe cap. Realizează că a pierdut ochelarii după ce mai înoată 20 minute. Se întoarce și își recuperează ochelarii la următorul pod față de cel unde i-a pierdut. Să se afle viteza de curgere a fluviului știind că între poduri sunt 2 km. na dintre metodele care se bazează pe cercetare și stimulează gândirea Cercetarea privind rolul U ritică prin analiza, înțelegerea, diagnosticarea și rezolvarea unei situații sportului într-un regim de c Iar pentru a întări ideea de participare activă și efectivă viață sănătos este studiul de caz. la soluționarea unei probleme, se recomandă ca situațiile folosite să fie unele reale. Situațiile din viața de zi cu zi sunt exemple de probleme concrete, reprezentative și semnificative. Ele sunt supuse unei analize atente care presupune și o documentare suplimentară, astfel încât elevii să ajungă la o înțelegere complexă a situației care să le permită obținerea unor concluzii utile sau a unor soluții/decizii optime. Putem distribui aceste cazuri, pe grupe, deoarece dorim să formăm abilități de cooperare în cercetare sau în activități de grup. Căutăm teme care să atragă atenția și să prezinte și interes pentru fiecare individ. Exemple • Programul de mișcare pentru întreținere – curba de efort; • Rolul alimentelor în obținerea unor performanțe sportive; • Studiul strategiilor de joc – abordări științifice; • Deshidratarea organismului în funcție de anumite activități fizice sau tipuri de sporturi practicate; • Reacțiile chimice cauzate de consumul unor energizante și de anumite exerciții fizice; • Tabla de șah – locul de întâlnire al problemelor de logică și combinatorică. Astfel de teme presupun o documentare minuțioasă, analiza unor experiențe proprii legate de exercițiile sau sporturile practicate de elevi, particularizarea unor recomandări medicale generale pentru o categorie de vârstă. Ele pot constitui materiale extrem de utile fiecăruia dintre elevi și pot reprezenta teme de lucru în cadrul unor proiecte tematice. Rezultatele, concluziile, graficele pot deveni baze de date utile care să fie utilizate în alte etape sau în studii mai complexe. ealizați un material cu tema: „Legături între jocul de biliard și Aplicaţii și teme de reflecție 1. R geometria vectorială”. 2. Prezentați planul și structura unui proiect tematic cu tema „Fotbalul și probabilitățile”. 141 / 331 Unităţi de măsură De la etaloane neconvenţionale la cele convenţionale. Aplicaţii practice Din punct de vedere metodic, la clasele primare, predarea-învăţarea unităţilor de măsură şi a operaţiilor de măsurare se fundamentează pe o manipulare activă a diferitelor instrumente de măsurare, atât în clasă, cât şi în afara ei. Este esenţial ca elevii să participe activ, făcând exerciţii de apreciere, de măsurare şi de verificare a aprecierilor făcute. Iniţial învăţătorul poate utiliza unităţi nestandard (etaloane neconvenţionale) pentru înţelegerea măsurării şi a unităţilor de măsură, apoi va demonstra necesitatea introducerii etaloanelor convenţionale. Şcolarul mic va asimila operaţiile implicate în măsurare, prin utilizarea etaloanelor neconvenţionale, va înţelege că fiecare obiect poate fi măsurat, apoi clasificat după dimensiune (lungime, lăţime, înălţime, masă, capacitate, valoare). La debutul şcolarităţii elevii nu au formată capacitatea de conservare a masei şi volumului. În scopul formării ideii de conservare a masei la elevii clasei I, se poate Activitate practică pentru ace următorul experiment: demonstrarea ideii de f conservare a masei modelează două sfere identice din plastilină. Cele două vor avea corpurilor Se aceeaşi masă. Pentru verificare ele se vor cântări cu ajutorul unei balanţe. În urma cântăririi se observă că balanţa este în echilibru, deci masa celor două „bile” este egală. Se va schimba, apoi, forma uneia dintre sfere, aplatizând-o ca pe un disc, cealaltă rămânând neschimbată. Se prezintă elevilor cele două corpuri: sfera şi discul şi vor fi întrebaţi care dintre cele două corpuri au acum masa mai mare. Şcolarii mici vor răspunde că discul are masa mai mare decât sfera, luând în calcul suprafaţa mai mare a acesteia şi făcând abstracţie că a fost modelat din sfera iniţială. Din punct de vedere psihologic această eroare se manifestă din cauză că la această vârstă nu au formată capacitatea de conservare a masei şi volumului. Elevii au falsa impresie că obiectele cu volum mai mare au şi masa mai mare. Prin cântărire directă cu balanţa de către fiecare elev în parte a celor două corpuri din plastilină se formează noţiunea de conservare. Pentru ca activitatea de predare-învăţare a unităţilor de măsură să devină atractivă, este nevoie ca profesorul să identifice acele activităţi de învăţare care îi stimulează pe elevi şi îi incită la acţiune, să adopte strategii interactive, bazate pe metode activ-participative şi să își aleagă cu grijă materialele didactice pe care le va utiliza în lecţie. E necesar ca, la clasele mici, pentru ca activităţile didactice de măsurare cu Activităţi didactice care etaloane neconvenţionale sau convenţionale să fie cât mai interesante oferă garanţia unei lecţii ntru elevi, profesorul să se asigure că: atractive pe • Jocul didactic sau elementele de joc sunt prezente în lecţie; • Utilizează materiale digitale în cadrul lecţiilor; • Sunt incluse activităţi practice de măsurare a unor obiecte inedite (înălţimea şi masa păpuşii, lungimea braţului colegului, lăţimea curţii, 142 / 331 grosimea trunchiului copacului din faţa ferestrei, capacitatea unui ghiveci, durata rezolvării unei probleme cu ajutorul unei clepsidre etc) • Realizează o complementaritate între metodele tradiţionale şi metodele activ-participative, cu accent pe acestea din urmă. Activităţi practice de • Exemplul 1 măsurare cu etaloane Joc didactic: „Învăţăm să măsurăm” neconvenţionale incluse în Scopul jocului: formarea deprinderii de a măsura, de a înregistra datele jocuri didactice m ăsurărilor efectuate şi de compara rezultatele; Sarcina didactică: efectuarea de măsurători folosind etaloane neconvenţionale; Materiale necesare: 4 sfori albe de aceeaşi lungime (aprox. 2 m), 4 sfori roşii identice (aprox. 1,5 m), 4 sfori albastre (aprox. 1 m) 4 beţişoare cu lungimi diferite, 4 fişe pe care este construit câte un tabel pentru înregistrarea datelor; Desfăşurarea activităţii: Se împarte clasa în 4 echipe. Fiecare echipă primeşte câte o sfoară de fiecare culoare, un beţişor care va fi „etalonul” şi o fişă. În cadrul echipei, elevii măsoară lungimea sforilor, una câte una, cu etalonul avut la dispoziţie, iar rezultatele vor fi consemnate în tabelul din fişă. Rezultatele măsurărilor vor fi ordonate în ordinea crescătoare a mărimii lor. Profesorul va avea grijă ca, în cadrul fiecărui grup elevii să colaboreze între ei, iar măsurătorile să fie efectuate de membri diferiţi ai aceluiaşi grup. Etapa următoare va fi cea în care raportorul fiecărei echipe prezintă în faţa întregii clase rezultatele obţinute. Pentru fiecare rezultat corect se acordă un punct (profesorul a măsurat anterior lungimea sforilor cu cele patru etaloane şi a consemnat dimensiunea acestora, pentru a evalua mai uşor); de asemenea se acordă un punct pentru ordonarea corectă a mărimilor. Echipa câştigătoare dă o „poruncă” hazlie echipei cu punctajul cel mai mic. Pe parcursul desfăşurării jocului se va sublinia faptul că sforile de aceeaşi culoare au aceeaşi lungime (se demonstrează acest lucru prin suprapunere), dar rezultatele măsurărilor sunt diferite deoarece etaloanele sunt diferite. De aici rezultă necesitatea introducerii etaloanelor convenţionale. • Exemplul 2 Joc didactic: „Spune repede şi bine!” Scopul jocului: familiarizarea cu noţiunea de etalon neconvenţional Sarcina didactică: selectarea celor mai potrivite etaloane neconvenţionale pentru a a măsura lungimea, capacitatea sau masa unor corpuri. Material didactic: diferite obiecte cum ar fi: o panglică, un tablou, o găleată, o sticlă, o minge, un ghiozdan etc., foi de hârtie, creioane. Desfăşurarea jocului: Obiectele sunt expuse pe o masă, în faţa clasei. Profesorul alege dintre obiectele de pe masă unul şi întreabă: „Cu ce etalon pot măsura capacitatea acestei găleţi?” sau „Care este etalonul cu care pot măsura masa acestui ghiozdan?” sau „Ce etalon e potrivit pentru a măsura lungimea ramei acestui tablou?” La comanda „Start!” a profesorului, elevii au sarcina ca, individual, pe o 143 / 331 fişă, să scrie denumirea a cinci obiecte ce pot fi considerate etaloane neconvenţionale pentru măsurarea corpului specificat în întrebare. Primul elev care a îndeplinit sarcina dă comanda „Stop!”, moment în care toţi colegii lasă creionul pe masă. Jocul continuă asemănător. La final elevii schimbă fişele între ei. Fiecare numără răspunsurile corecte scrise de coleg. Câştigă elevul care a consemnat cele mai multe etaloane, conform întrebărilor. • Jocurile şi lecţiile digitale oferă posibilitatea copilului să simuleze efectuarea de măsurători într-un mediu virtual, cu ajutorul calculatorului. Prezintă avantajul că reduc mult volumul de material didactic concret pe care trebuie să-l procure profesorul şi reprezintă o activitate ce dă densitate lecţiei, economisind timp. Recomandăm a fi introdusă în clasă ca o etapă suplimentară, după ce elevii au efectuat măsurători pe viu, cu obiecte concrete. La introducerea unităţilor de măsură standard trebuie formată în rândul Activităţi practice de elevilor concepţia că unităţile de măsură folosite sunt obiecte care au toate măsurare cu etaloane eaşi mărime. convenţionale ace Copilul efectuează măsurări cu etaloane convenţionale: • independent, în clasă, sub stricta supraveghere a cadrului didactic; • acasă, ca temă cu caracter practic. Mai întâi cadrul didactic demonstrează procedeele de efectuare a măsurărilor şi apoi îi îndrumă pe elevi în activitatea lor. Locul de desfăşurare a unor astfel de măsurători este sala de clasă, laboratorul de fizică, curtea şcolii şi chiar trotuarul din apropierea şcolii. Deprinderile de măsurare formate în clasă sunt urmate de măsurări ale unor obiecte din mediul familial, efectuate independent, îmbogăţind astfel experienţa copilului şi contribuind la o percepere şi o reprezentare mai realistă şi mai exactă a realităţii. În concluzie, practicarea activităţilor de măsurare constituie fundamentul rezolvării exerciţiilor de transformare a unităţilor de măsură, precum şi a rezolvării unor probleme aplicative. Fără reprezentarea diferitelor mărimi concrete, activitatea de rezolvare a problemelor îi va pune în dificultate pe copii. Descrieți desfășurarea unui joc didactic care presupune efectuarea unor Aplicații si teme de reflecție 1. măsurări cu etaloane convenționale 2. Realizați enunțul unei teme pentru acasă interdisciplinare care presupune efectuarea unor măsurări individuale, cu etaloane neconveționale. 144 / 331 Matematica vieţii cotidiene Aritmetica în rezolvarea problemelor din viaţa reală Teorema împărţirii cu rest şi calculele cotidiene Elemente de geometrie plană şi spaţială Procente în viaţa cotidiană Studiul matematicii presupune, dincolo de formarea competenţelor de a rezolva probleme, conştientizarea elevilor asupra rolului pe care îl are această disciplină în descifrarea tainelor naturii şi a implicaţiilor pe care le are matematica în viaţa cotidiană. Se poate spune că nu există domeniu din viaţa reală în care cunoştinţele şi abilităţile matematice să nu-şi găsească aplicabilitate. În sprijinul acestei idei vine şi citatul din Galileo Galilei: „Matematica este limba cu care Dumnezeu a scris Universul”. Rolul profesorului este acela de a apropia elevii de matematică, dar şi matematica de elevi, prin prezentarea acesteia în strânsă legătură cu dinamica societăţii, prin exemplificarea tuturor aplicaţiilor pe care le au noţiunile studiate. evii sunt motivaţi de înţelegerea aplicabilităţii concrete a noţiunilor pe care le studiază. În Repere El od natural, aceştia îşi întreabă profesorul „La ce foloseşte noţiunea pe care o învăţăm?”, „La metodice m ce ne trebuie această formulă?” etc. şi, din păcate, adesea primesc doar răspunsuri formale, neconvingătoare. Un bun pedagog poate porni tocmai de la această curiozitate a elevilor, pe care o va anticipa şi îşi va construi demersul de predare-învăţare pe baza unor exemple concludente din viaţa cotidiană. Recomandări:  Recurgeţi la situaţii-problemă din viaţa reală pentru introducerea unei noţiuni noi;  Folosiţi exemple variate şi sugestive din viaţa cotidiană, familiare elevilor, conexe cu noţiunea studiată pentru fixarea cunoştinţelor;  Realizaţi la începutul fiecărei unităţi de învăţare o schemă în care să puneţi în evidenţă aplicabilitatea noţiunilor matematice în alte domenii;  Solicitaţi elevilor să gândească şi alte exemple de probleme cotidiene, în care noţiunea respectivă este aplicabilă;  Realizaţi prezentarea unităţilor de învăţare după următoarea schemă: Situaţia - problemă Introducerea Aplicabilitatea din viaţa reală noţiunilor noi noţiunilor studiate  Organizaţi activităţi practice de măsurare, observare, aproximare, lucru cu obiecte concrete, sub forma unor proiecte de echipă; 145 / 331  Prezentaţi elevilor modul în care au apărut noţiunile matematice de-a lungul istoriei, pentru a observa că, de cele mai multe ori, apariţia şi dezvoltarea unei noţiuni a răspuns unei necesităţi de ordin practic. Una dintre modalităţile de a prezenta matematica într-un mod prietenos este aceea de a porni de la probleme concrete, atractive pentru elevi, dar şi pentru profesori, în scopul de a introduce concepte matematice care permit rezolvarea lor elegantă. te cunoscută de peste opt secole şi este legată de o altă Iepurii lui Problema iepurilor lui Fibonacci es emă celebră, cea a numărului de aur. Fibonacci probl Problema lui Fibonacci poate fi prezentată atât elevilor de gimnaziu, cât şi celor de liceu. Conceptele matematice care stau la baza rezolvării ei însă, pot fi înţelese mai uşor la liceu. Teoria şirurilor liniare recurente, iniţiată de problema lui Fibonacci este şi astăzi în centrul cercetărilor matematice de vârf. În primul tratat original de algebră scris de un european - Liber Abaci (1202), Leonardo Pisano, cunoscut mai ales drept Fibonacci (adică fiul lui Bonacci, filius Bonacci în latineşte) a prezentat şi următoarea problemă: Câte perechi de iepuri se nasc într-un an dintr-o singură pereche de iepuri? Soluţia dată de Fibonacci se bazează pe următoarea ipoteză: după o lună, o pereche de iepuri aduce pe lume o altă pereche de iepuri, iar iepurii încep să dea naştere la pui de la vârsta de o lună. Problema iepurilor la gimnaziu Problema lui Fibonacci poate fi rezolvată chiar de elevii de gimnaziu. Aceştia calculează câţi iepuri se nasc în fiecare lună, iar la sfârşit adună rezultatele pentru a afla numărul iepurilor născuţi într-un an, dintr-o singură pereche. Vom nota prin Fn numărul de perechi de iepuri care se nasc în a n-a lună. Să observăm că prima pereche dă în prima lună descendenţi, deci perechea se dublează în această lună şi se obţin două perechi. Prin urmare avem: F0 = 1, F1 = 1 şi se obţine F2 = 2, numărul de perechi născute din perechea iniţială după o lună. Numărul care ne interesează, adică al perechilor de iepuri născute după 12 luni, este F. 13 Sugestii pentru clasă: La clasa V-a problema poate fi rezolvată doar pentru 4 luni sau jumătate de an. În clasa a VI-a se poate da soluţia completă. În clasele a VII-a şi a VIII-a se poate scrie formula de recurenţă, fără a se insista asupra definiţiei unui şir. Exemplu de problemă înrudită: 146 / 331 O patiserie lansează un nou tip de pateu, care se dovedeşte a fi apreciat de elevii şcolilor din apropiere. În primele două zile patiseria vinde într-o oră toate cele 200 de pateuri produse. Proprietarul ia atunci decizia de a dubla în fiecare zi producţia. După zece zile se ajunge la capacitatea maximă de producţie. Câte pateuri au fost produse în a 12-a zi? • este o problemă mai simplă, dar de aceeași natură cu cea a iepurilor; • profesorul poate să-i incite pe elevi să studieze rapoartele dintre numărul de pateuri produse în diferite zile, iar elevii să constate că acestea sunt puteri ale lui 2; • la liceu, aceasta va face parte din motivaţia introducerii progresiilor geometrice. Problema iepurilor lui Fibonacci la liceu Locul cel mai potrivit pentru expunerea problemei iepurilor la liceu este clasa a XI-a. Elevii îşi pot da seama repede că soluţia problemei constă în calcularea celui de-al 13-lea termen al unui şir definit prin: = = = + ∀∈ 01 2 11,n nnFF F FF n++ Înaintea găsirii unei metode pentru calcularea termenilor, elevii pot fi incitaţi să studieze proprietăți ale acestui şir. De exemplu: - şirul este strict crescător; - şirul este nemărginit. După calcule, din relaţia de recurenţă se obţine F= 377. 13 1nF+ Pornind de la şirul lui Fibonacci se construieşte şirul Acest şir este = 0() , .nn naa> nF 15nF+ + = = convergent 1lim ,ϕϕ şi cunoscut sub denumirea de numărul de aur. 2nF→ n∞ Numărul de Numărul de aur, notat cu litera grecească (fi) după iniţialele lui Phidias (Fidias), a apărut ϕ aur şi pentru prima dată în lucrarea Elementele a lui Euclid. Pornind de la şirul lui Fibonacci se pot construcţia onstrui dreptunghiurile de aur şi spirala de aur: dreptunghiului c de aur Deşi numerele iraţionale se studiază de abia în clasa a VII-a, elevii pot afla câteva lucruri despre numărul de aur printr-o activitate de învăţare proiectată la clasa a V-a, în care vor folosi calcule cu fracţii: • realizaţi un segment cu lungimea de 20 mm şi notaţi-l [AB]; • poziţionaţi punctul C, între A şi B, astfel încât AC = 8 mm. 147 / 331 • calculaţi raportul dintre lungimile lui [BC] şi [AC], apoi raportul dintre lungimea lui [AB] şi lungimea lui [BC]. 12BC mm 1, 5= = 8AC mm 20AB 1, ( 6)= ≅ 12BC Dacă numărul de aur poate fi aproximat cu 1,6, atunci elevul va constata că cele două valori ale rapoartelor de segmente se apropie de valoarea lui ϕ. Dreptunghiul de aur Se numeşte dreptunghi de aur un dreptunghi în care raportul dintre lungime şi lăţime este egal cu numărul de aur - ϕ. Un frumos exemplu de utilizare a dreptunghiului de aur în arhitectură este Partenonul. Construcţia dreptunghiului de aur este simplă, fiind suficient să se urmărească câţiva paşi. Etapele construcţiei dreptunghiului de aur: 1. Desenaţi un pătrat ABCD; 2. Notaţi cu E mijlocul laturii AB; 3. Trasaţi un cerc cu centrul în E şi cu raza egală cu lungimea lui EC; 4. Prelungiţi AB până taie cercul în F; 5. Trasaţi FG perpendicular pe AF; 6. Prelungiţi CD până intersectează perpendiculara în G; 7. Dreptunghiul AFGD este dreptunghiul de aur. 148 / 331 Demonstraţia faptului că dreptunghiul AFGD este dreptunghi AF de aur, adică raportul =ϕ se poate face tot etapizat: FG • notăm cu a lungimea laturii pătratului şi cum E este mijlocul lui AB, EB = a; 2 • calculăm, folosind teorema lui Pitagora în triunghiul EBC lungimea lui EC =5a; 2 • deoarece EC şi EF sunt raze ale aceluiaşi cerc, avem EC = EF = 5a; 2 5aa + + = = • raportul AF1 522ϕ, ceea ce demonstrează că dreptunghiul astfel AD2a= construit este dreptunghiul de aur. Numărul de aur se regăseşte în operele multor artişti (pictori, sculptori) şi construcţii arhitectonice din motive estetice: temple, piramidele egiptene, catedrale etc. Introducerea noţiunii de raport se poate realiza prin exemple familiare elevului: Rapoarte şi procente în Raportul dintre lungimea şi lăţimea gardului din gradina bunicului: viaţa cotidiană  Calculăm: 20 m 60Lm ceea ce înseamnă că lungimea 3= = 20 m 20 m 20 m 20lm, este de trei ori mai mare decât lățimea. 60 m  Raportul maselor a doi saci de cafea, unul cu 600 g, iar cel de-al doilea, cu 3,6 kg. În primul rând facem o transformare, pentru a avea aceeași unitate de măsură la exprimarea celor două cantități - 3,6 kg = 3,6 x 1000 = 3600 g, apoi calculăm raportul 1600 1cg . = = 23600 6cg În etapa de transfer a cunoştinţelor despre noţiunea de raport se pot propune aplicaţii interdisciplinare legate de: - concentraţia unei soluţii; - scara unei hărţi; - titlul unui aliaj; - probabilitatea realizării unui eveniment. 149 / 331 Exemple: 1. Andrei din Constanța, al cărui tată este plecat la Varșovia, privește nostalgic o hartă a Europei gândindu-se la distanță care îl desparte de tatăl său. Dacă scara acestei hărți este 1:20000000 și Andrei a măsurat cu rigla 5,1 cm pe acea hartă, care ar fi distanța reală care-l desparte de tatăl lui? 2. În 190 g de apă se dizolvă 20 g de sare. Care este concentraţia soluţiei saline obţinute? 3. O bijuterie este confecţionată dintr-un aliaj de 240 g de aur şi 860 g de cupru. Care este titlul aliajului din care este confecţionată bijuteria? 4. Mircea şi Daniel joacă table. Care este probabilitatea de a se obţine o faţă cu un număr prim de puncte, la aruncarea unui singur zar? Probleme cu procente La şcoală • Un burete conţine 99% apă şi cântăreşte 2 kg. După ce s-a evaporat o parte din apă, el conţine 98% apă. Cât va cântări acum? La teatru • Preţul unui bilet la teatru a crescut cu 40%, dar încasările obţinute au crescut numai cu 26%. Cu ce procent a scăzut numărul spectatorilor? Fotografie • O fotografie alb-negru care conţine 80% negru şi 20% alb este mărită de trei ori. Ce procent va reprezenta acum culoarea albă? Puţină fizică • Dacă transformându-se în gheaţă, apa îşi măreşte volumul cu 9%, cu cât îşi micşorează gheaţa volumul când se transformă în apă? Bugete, cheltuieli • Suma de 4800 lei reprezintă 24% din bugetul unei familii pe un semestru. Pentru alimentație se folosește 60% din acest buget și 10% din rest pentru cheltuielile de întreținere. Ce sumă de bani rămâne disponibilă? • Victor vrea să-și cumpere o bicicletă care costă 420 de lei. Dar suma pe care a economisit- o nu-i ajunge. Economiile surorii lui, Diana, reprezintă 40% din ceea ce a reușit el să economisească. Dacă ia și economiile Dianei, constată că are doar pentru 75% din prețul bicicletei. Ce sumă a economisit Victor? • Radu, Mihai și Adrian au împreună 700 de lei. Radu cheltuiește 25% din suma lui, Mihai cheltuiește și el 60%, iar Adrian își cheltuiește 50% din suma pe care o are. Ei constată că acum fiecare are aceeași sumă de bani. Ce sumă a avut fiecare copil inițial? Reduceri şi scumpiri • După două creșteri succesive de preț, cu 10% și cu 16%, prețul unui obiect se modifică cu 3 312 lei. Să se afle prețul obiectului după fiecare scumpire. 150 / 331 Dobânzi • Ce dobândă simplă produce un depozit bancar (sumă depusă la bancă) de 400 000 de lei pe o perioadă de 5 ani, dacă rata dobânzii este de 12%? • Suma de 5 000 000 de lei este depusă pe timp de 6 luni la o bancă, cu dobândă simplă. Care ar trebui să fie procentul dobânzii pentru a se obține suma de 6 500 000 de lei? • Pe ce perioadă de timp a fost plasat un capital de 12 575 000 de lei, dacă a generat o dobândă simplă de 4 527 000 de lei, cu rata de 12%? TVA • Care este preţul de vânzare al unui produs, dacă la unitatea producătoare el costă 1200 de lei, iar procentul pentru TVA este de 19% ? • Diferenţa dintre preţul cu TVA şi preţul fără TVA pentru o maşină de transport este de 117 800 de lei. Dacă TVA-ul este de 19%, să se determine ce preţ de vânzare are maşina. • Într-un magazin cu mobilă, un set mobilier are afişat preţul de 9 880 570 de lei şi precizarea “ TVA: 1 577 570 lei”. Care a fost preţul de producţie al setului şi ce procent de TVA s-a aplicat ? Recomandări metodologice:  Propuneţi aplicaţii practice din care elevii să poată observa că procentele sunt utile atunci când vrem să comparăm două situaţii (pentru a le putea evalua şi ierarhiza). Exemplu: Dacă la o clasă cu 26 de elevi au promovat 22, iar la o clasă cu 18 elevi au promovat 15, la care dintre clase avem un procent mai mare de promovabilitate?  Implicaţi elevii în activitatea de învăţare. Exemplu: Le puteţi solicita să lucreze în echipe şi să culeagă informaţii legate de promoţii sau scumpiri, să aducă la şcoală câteva etichete de produse pe care există cantităţi exprimate procentual, să decupeze articole de ziar în care apar procentele în sondaje etc. În acest mod, elevii vor fi provocaţi să descopere cât mai multe domenii în care noţiunea pe care tocmai urmează s-o înveţe temeinic are aplicabilitate. Pornind de la experienţe cotidiene, precum mersul la piaţă sau la cumpărături se poate Aproximări şi oţiunea de aproximare şi necesitatea învăţării ei. rotunjiri introduce n Pentru a calcula cu rapiditate suma aproximativă pe care o avem de plătitatunci când au fost cumpărate mai multe produse, este util să ştim să rotunjim sau să aproximăm sumele de bani plătite pentru fiecare produs, acestea fiind, de regulă, exprimate prin fracţii zecimale finite. Exemplu: Cosmin cumpără patru produse: un pachet de biscuiţi, un pix, un caiet şi o ciocolată. Preţul pachetului de biscuiţi este 2,40 lei, al pixului - 1,70 lei. Caietul costă 3,10 lei, iar ciocolata - 5,75 lei. Exprimaţi suma ce urmează a fi plătită de Cosmin printr-un număr natural, care să 151 / 331 aproximeze suma reală. Problema poate fi abordată la clasa a V-a, la capitolul fracţii zecimale finite. Soluţie: 2,40 se rotunjeşte la 2; 1,70 se rotunjeşte tot la 2; 3,10 se va rotunji la 3, iar 5,75 la 6. Cum 2 + 2 + 3 + 6 = 13 înseamnă că avem de plătit aproximativ 13 lei. În realitate, avem de plătit: 2,40 + 1,70 + 3,10 + 5,75 = 12,95 (lei) hnologia informaţiei şi a comunicaţiilor digitale (reprezentarea Teorema Calculatoarele, te numerelor în calculator, implementarea operaţiilor cu ele, codurile corectoare de erori, împărţirii cu riptografia, securitatea datelor etc.) folosesc în mod intens inelele şi corpurile finite, dintre rest în calcule c cotidiene care inelele de tip ℤ sunt cel mai la îndemână. n Încă din clasele de gimnaziu se pregătește terenul pentru trecerea la clasele de resturi, acestea din urmă având multe aplicații în viața reală. Astfel, puteţi face cunoscut elevilor faptul că Teorema chinezească a resturilor rezultă din teoria numerelor, cu aplicații în criptografie. Teorema a fost cunoscută de matematicienii chinezi din secolul al III-lea şi apare într-o carte a matematicianului Sun Tzu, apoi într-o altă carte a lui Qin Jiushao, în 1247. Exemple: 1. Să se rezolve sistemul: 3x ≡ 2 (mod 5) 4x ≡ 1 (mod 3) 5x ≡ 3 (mod 7) 3x ≡ 1 (mod 4) 2. Criptarea / decriptarea unui text: Criptaţi folosind criptosistemul „Cezar” cu cheia „k = 5” mesajul „SOLUŢIA ESTE ÎN PAGINA DOI”: Normal: AĂÂBCDEFGHIÎJKLMNOPQRSŞTŢUVWXYZ; Cifru: DEFGHIÎJKLMNOPQRSŞTŢUVWXYZAĂÂBC Soluție: VŞQZYMD ÎVXÎ NS TDKMSD IŞM (decriptarea se face scăzând cheia modulo lungime alfabet). În 2000 d. H. matematicianul american Noyan Hayratwala a lucrat simultan cu mai mult de 6972593 douăzeci de mii de calculatoare de pe întreg globul şi a obținut numărul prim 2-1 ca fiind cel mai mare număr prim cunoscut. Pentru scrierea acestui număr sunt necesare două milioane de cifre. Clasele de resturi modulo n sunt folosite și pentru generarea corectă a ultimei cifre din codul numeric personal. Sugestii pentru captarea atenţiei elevilor asupra temei Teorema împărţirii cu rest - congruenţa modulo n: 152 / 331 • Profesorul prezintă problema determinării Duminicii Paştelui cu ajutorul teoremei împărţirii cu rest (împărţirea modulo n). După prezentarea unui exemplu, el va cere elevilor să determine data Paştelui, fără a utiliza computerul, pentru anul 2020. a = N (mod 19) b = N (mod 4) c = N (mod 7) d = (19a + 15) (mod 30) e = (2b + 4c + 6e + 6) (mod 7) x = d + e + 4 N = 2020 Dacă x < 30, atunci x = duminica din luna aprilie Dacă x > 30, cifra unităţilor sumei indică duminica din luna mai. • Determinarea unor anumite ore pe ceas. Dacă acum este ora 12:00 cât va arăta ceasul peste 21 de ore? (12+21) mod 12 = 9 . Peste 21 de ore va fi ora 9. Elevii vor calcula ora intuitiv, apoi li se va prezenta „scurtătura”, justificându-se împărţirea la 12. • Un elev este rugat să aleagă un număr între 1 și 105 şi să îl ţină secret. Este întrebat apoi care este restul la împărţirea cu 3 (notăm cu x), care este restul la împărţirea cu 5 (notăm cu y) şi care este restul la împărţirea cu 7 (notăm cu z). Pentru a „ghici” numărul ales calculăm [70∙x+21∙y+15∙z] mod 105.Elevii vor fi ghidaţi să descopere de ce este suficient să adresăm cele 3 întrebări şi care este calculul folosit pentru a determina numărul căutat. După descoperirea ecuaţiei, vor fi puşi să găsească un alt număr în locul lui 105 şi să determine noua ecuaţie. Exemple de probleme: 1. În luna decembrie, la o grădiniță s-au cumpărat 320 de banane, 240 de mere și 200 de portocale. Care este cel mai mare număr de pachete identice care pot fi făcute din toate fructele cumpărate? 2. Trei autobuze pornesc din aceeași stație, la aceeași oră, în direcții diferite. Primul autobuz face cursa dus-întors în 40 de minute, al doilea în 50 de minute, iar al treilea în 60 de minute. După cât timp vor pleca din nou, din aceeași stație, la aceeași oră? 3. Doi frați se joacă urcând cele 36 de trepte ale unei scări astfel: primul dintre ei sare treptele din trei în trei, iar celălalt din două în două. Care este numărul treptelor pe care au pășit amândoi? 4. Care este cel mai mic număr de elevi al unei școli care se pot alinia în coloană de câte 24, 30 și 50 de elevi? 5. Într-o livadă sunt între 80 și 90 de pomi fructiferi. O treime sunt vișini, un sfert sunt cireși, iar restul sunt pruni. Câți pruni sunt în livadă? 6. Circumferința roții din spate a unei căruțe este de 225 cm, iar a roții din față este cu 45 cm mai mică. Care este distanța minimă ce trebuie parcursă de căruță până când punctele 153 / 331 de contact cu pământul ale celor două roți să vină iarăși în același timp în contact cu pământul, la un anumit moment? Gradul de dificultate al problemelor practice selectate ca exemple trebuie să fie în strânsă corelaţie cu:  nivelul de pregătire al elevilor;  cunoştinţele deja acumulate;  preocupările acestora. Recomandări metodologice: • Pentru introducerea unităţilor de învăţare alegeţi situaţii-problemă care să se adreseze tuturor elevilor, şi nu doar celor mai bine pregătiţi din clasă. Primele întrebări pot face diferenţa dintre o lecţie reuşită şi una plictisitoare; • Realizaţi expunerea problemei prin intermediul unei discuţii frontale, euristice, de tip brainstorming, în care să fie implicată toată clasa, şi nu printr-o prelegere greu de urmărit de către elevi; • Utilizaţi exemple care să capteze cu adevărat atenţia elevilor şi care să nu fie considerate nici prea uşoare, dar nici inabordabile; • Familiarizaţi elevii cu noţiunile ce vor fi studiate; nu începeţi activitatea de predare prin enunţarea definiţiilor şi a teoremelor; • Partea practică, legătura cu realitatea trebuie să ocupe un loc important în prezentarea întregii lecţii; • Propuneţi exemple/exerciţii practice pentru toate proprietăţile enunţate; • Urmăriţi întotdeauna interacţiunea cu elevii prin intermediul întrebărilor deschise; • În prezentarea exemplelor, aveţi în vedere că vă adresaţi unor elevi care au temperamente, capacităţi de înţelegere, cunoştinţe generale diferite. 1. Proiectaţi o temă pentru acasă, de activitate în echipă, pentru portofoliul elevului cu titlul Aplicaţii și rema împărţirii cu rest şi aplicaţiile ei în viaţa cotidiană”. Aveţi în vedere teme de „Teo ompetenţele de format la elevi, materialul bibliografic indicat, sarcinile de lucru, modul reflecție c de prezentare şi modul de evaluare al temei. 2. Parcurgeţi programa şcolară şi identificaţi două conţinuturi pentru care propuneţi câte o situaţie-problemă din viaţa reală pe care aţi putea-o utiliza la clasă. 154 / 331 BIBLIOGRAFIE ORIENTATIVĂ Modulul 2 - Matematica atractivă cu şi pentru profesori debutanţi • ARDELEAN, L., SECELEAN, N., Didactica matematicii (noţiuni generale; comunicare didactică specifică matematicii), Ed. Universităţii Lucian Blaga, Sibiu, 2007 • ARDELEAN, L., SECELEAN, N., Didactica matematicii (managementul, proiectarea şi evaluarea activităţilor didactice), Ed. Universităţii Lucian Blaga, Sibiu, 2007 • BĂLĂUCĂ, Arthur, Matematică pentru teme opţionale clasele V-VIII, Ed. Taida, Iaşi, 2006 • BOBANCU, Vasile, Caleidoscop matematic, Editura Niculescu, 2001 • BRÂNZEI, Dan, BRÂNZEI Roxana, Metodica predării matematicii, Editura Paralela 45, Piteşti, 2008 • BUZATU, Ileana, Paradoxuri matematice, Educaţia Matematică Vol. 3, Nr. 1-2, 2007 • CĂTRUNĂ, GHEORGHE-MANDIZU, Probleme recreative de logică şi perspicacitate pentru clasa a IV-a, Editura Coresi, 2002 • CERCHEZ, Mihu, Pitagora, Ed. Academiei Republicii Socialiste România, Bucureşti, 1986 • CÎRJAN, Florin, Ghid metodic de pregătire intensivă prin autoinstruire la matematică, Ed. Paralela 45, 2002. • CUCOŞ, Constantin, Pedagogie, Ed. Polirom, Iaşi, 2002 • DĂNCILĂ, Ioan, Matematica gimnaziului, între profesor şi elev, Ed. Aramis, Bucureşti, 2001 • DĂNCILĂ, Ioan, Matematică distractivă clasele VII – VIII şi liceu, Ed. Sigma, Bucureşti, 2000 • DOMNIŢEANU, Pachiţa, Didactica matematicii, Ed. Geneze,Galaţi, 2002 • DUMITRESCU, Dan, Paradoxuri, enigme şi dileme, Ed. Sanda, 2012 • DUMITRU, ANA; et alii, Metodica predării matematicii la clasele I – IV, Editura Carminis, Piteşti, 2010; • GAGNÉ, Robert, Briggs M., Leslie J., Principii de design al instruirii, Ed. Didactică şi Pedagogică, Bucureşti, 1977 • GARDNER, Martin, Amuzamente matematice, Ed. Ştiinţifică, Bucureşti, 1968. • IUŞKEVICI, A.P., Istoria matematicii în Evul Mediu, Ed. Ştiinţifică, Bucureşti, 1963 • KOLMAN, E. Istoria matematicii în Antichitate, Ed. Ştiinţifică, Bucureşti, 1963 • NEACŞU, Ioan (coordonator), Metodica predării matematicii la clasele I – IV, Ed. Didactică şi Pedagogică, Bucureşti, 1988 • NEAGU, Mihaela; Mocanu, Mioara, Metodica predării matematicii în ciclul primar, Ed. Polirom, 2007 • PETRICĂ, Ion, V. Ştefănescu, Probleme de aritmetică pentru clasele I-VI, Ed. Petrion, 1990 • PURCARU, Ion, BÂSCĂ, Octavian, Oameni, idei şi fapte din istoria matematicii. Din cele mai vechi timpuri şi până la sfârşitul secolului al XIX-lea, Ed. Economică, 1996 • RADIAN, H.R., Radian, T.J, Recreații matematice, Editura Albatros 1973 • ROŞU, Mihail; Roman, Magdalena, Matematică pentru perfecţionarea învăţătorilor, Ed. All Educaţional, 1995. • RUSU, Eugen, De la Tales la Einstein, Editura Albatros, 1971 • SIMIONICĂ, ELENA; CARAIMAN, FLORICA, Matematica...prin joc, Editura Polirom, Iaşi, 1998; 155 / 331 • VÎRTOPEANU, Ion, Metode şi tehnici de rezolvare a problemelor de aritmetică,Ed. Sinech, Craiova, 1993 Surse web www.clopotel.ro www.didactic.ro www.epsilon.ro www.viitoriolimpici.ro http://www.magic-squares.net/number_patterns_index.htm#Four Related Patterns http://www.diseara.ro/ro/fun/jocuri/29_Patratele-magice.html http://www.romai.ro/publicatii/dictionarul_mat_rom.html http://mate.info.ro/Resources/ro-RO/Mari_matematicieni_romani.aspx http://www.edusoft.ro/rol/Matematicieni%20romani.php http://www.viitoriolimpici.ro/matematica-altfel http://fabpedigree.com/james/mathmen.htm http://egovbus.net/rdl/list_categories.php?id=5&denumire=Personalitati http://gandeste-rational.blogspot.ro/2012/09/video-sase-paradoxuri-celebre-in-sase.html http://therese.eveilleau.pagesperso-orange.fr/pages/paradoxe/indexF.htm http://mathforum.org/isaac/problems/zeno1.html http://www.descopera.org/para-doxa/ http://www.philo5.com/ 156 / 331 Modulul 3 Resurse didactice digitale pentru dezvoltarea competențelor cheie în și prin matematica pentru elevi 157 / 331 Taxonomia aplicaţiilor şi a softurilor educaţionale Tipuri de softuri utile cadrelor didactice Organizarea resurselor în biblioteca digitală „Informatica restabileşte nu numai unitatea matematicilor pure şi a celor aplicate, a tehnicii concrete şi a matematicilor abstracte, dar şi cea a ştiinţelor naturii, ale omului şi ale societăţii. Reabilitează conceptele de abstract şi formal şi împacă arta cu ştiinţa, nu numai în sufletul omului de ştiinţă, unde erau întotdeauna împăcate, ci şi în filosofarea lor.” (Grigore C. Moisil). Utilizarea softurilor educaţionale în întreaga activitate a profesorului de matematică reprezintă soluţia optimă pentru întrebările cheie după care acesta îşi orientează demersul didactic: - Ce pot face pentru a îmbunătăţi şi extinde învăţarea elevilor mei? - Cum pot face mai mult în acest sens? - Ce anume din ceea ce am făcut a împiedicat succesul elevilor mei? - Cum pot schimba acest lucru? - Poate tehnologia să mă ajute? Scopul abordării acestei teme este acela de a promova instruirea asistată de calculator, prin familiarizarea cadrelor didactice cu tehnologiile, instrumentele şi tipurile de softuri educaţionale existente, în vederea utilizării acestora în procesul de predare-învăţare-evaluare. Pentru a parcurge drumul de la un demers didactic tradiţional spre unul modern, Experienţe ar trebui să conştientizeze calităţile unice ale tehnologiei educaţionale de profesorii de matematică informaţiei şi comunicaţiilor şi utilitatea implicării acesteia în activităţile succes în S.U.A şi Franţa proiectate. O întrebare directă legată de ideea de a schimba modul de predare al matematicii este următoarea: „De ce să schimbăm ceva ce funcţionează?” Un răspuns argumentat la această întrebare se poate găsi studiind experienţele educaţionale din alte ţări. În acest sens prezentăm doar două exemple: • În S.U.A există următorul institut de cercetare „MIND Research Institute” (http://mindresearch.net/). Dintre beneficiile acestui program enumerăm: - o abordare vizuală a conceptelor matematice; - cursuri uşor de parcurs care urmăresc aceeaşi programă standard; - o creştere semnificativă a rezltatelor elevilor; - un program independent de limba vorbită; - problemele prezentate sub formă de joc, ceea ce contribuie la creşterea gradului de interes al elevilor. • În Franţa există o bază de date cu materiale didactice dezvoltate de „Asociaţia profesorilor de matematică”(http://www.apmep.asso.fr), puse la dispozitia profesorilor on-line (http://publimath.irem.univ-mrs.fr). În acest proiect sunt implicate „Instituts de recherche sur l’enseignement des mathématiques” şi „Association pour la reserche en Didactique des Matématique”. Softurile matematice existente constituie instrumente utile prin care pot fi atinse 158 / 331 scopurile educaţionale, deoarece stimulează creativitatea elevului, îi amplifică spiritul de observaţie, contribuie la dezvoltarea gândirii analitice şi a capacităţii de a comunica, folosind adecvat limbajul matematic „limba matematică”. Printre calităţile specifice ale unui soft educaţional recomandabil a fi folosit în lecţiile de matematică, în scopul de a orienta şi eficientiza învăţarea enumerăm: - stimularea interesului faţă de nou; - dezvoltarea unei gândiri logice, divergente; - stimularea imaginaţiei; - simularea în timp real a unei diversităţi de fenomene şi procese, care ar fi dificil şi costisitor de reprodus în clasă; - optimizarea activităţii de predare prin diversificarea şi interactivitatea exemplelor propuse; - formarea intelectuală prin auto-educaţie. a origine, sintagma „soft educaţional” denumea softul care prin proiectare Ce este softul L arcini de lucru şi educaţional? transpunea o strategie; prin parcurgerea softului, care cuprindea s regla demersul pe baza feedback-ului continuu, interacţiunea elevului cu softul producea învăţarea. Acest atribut îi dădea dreptul să se denumească soft educaţional. Definiţie: „Prin soft educaţional denumim un program proiectat în raport cu o serie de coordonate pedagogice (obiective comportamentale, conţinut specific) şi tehnice (asigurarea interacţiunii individualizate, a feedback-ului secvenţial şi a evaluării formative). În sens larg, prin soft educaţional înţelegem un program proiectat cu scopul de a fi utilizat în procesul didactic de predare-învăţare-evaluare.” (Soft-uri educaţionale aplicate în învăţământul preuniversitar, Revista de Informatică Socială). Clasificări ale • În funcţie de utilitatea pe care o au în cadrul activităţilor de predare-învăţare- softurilor e valuare se pot distinge două categorii: educaţionale - softuri suport - softuri educaţionale Softurile suport pot fi considerate o resursă în cadrul activităţii didactice şi se prezintă sub forma unor auxiliare electronice (culegeri electronice, reviste electronice, dicţionare, enciclopedii, baze de date etc.) sau sub forma unor aplicaţii online pentru învăţarea la distanţă (platforme de învăţare e-learning cu lecţii de matematică online). Softurile educaţionale vizează învăţarea şi pot fi: - de înţelegere (tutoriale, softuri de simulare); - de exersare; - de învăţare (softuri care înglobează o strategie didactică). • În funcţie de rezultatele aşteptate: 159 / 331 - softuri care vizează comportamente de cunoaştere; - softuri care vizează capacităţi de înţelegere; - softuri de aplicare; - softuri care vizează capacităţi de analiză; - softuri care vizează capacităţi de sinteză; - softuri care dezvoltă competenţele de evaluare. • În funcţie de tipul de strategie didactică folosit: - softuri ce favorizează strategii/abordări de tip inductiv; - softuri în care predomină strategii/abordări de tip deductiv; - softuri ce favorizează activităţi colaborative; - softuri care permit învăţarea independentă; - softuri în care învăţarea este condusă/mediată de profesor etc. • Clasificare după procesele învăţării pe care le favorizează: - softuri ce favorizează o învăţare bazată pe proiect; - softuri ce favorizează o învăţare bazată pe resurse; - softuri ce favorizează dezvoltarea structurilor cognitive; - softuri ce favorizează aspectele afectiv-emoţionale; - softuri orientate spre dimensiunea acţională etc. • În funcţie de tipul de formare pe care îl vizează: - instrumente care permit studiu individual sau autoinstruire; - instrumente care permit studiu individual asistat; - instrumente care permit studiu în clasă virtuală; - instrumente care permit studiu în colaborare. Softuri de exersare Softurile de exersare: - intervin ca un supliment al activităţilor din cadrul lecţiei; - permit exersarea individuală, necesară însuşirii unor date, proceduri, tehnici sau formării unor deprinderi specifice; - oferă fiecărui elev posibilitatea de a lucra în ritmul său propriu; - oferă feedback continuu prin aprecierea de către program a corectitudinii răspunsului dat. Valoarea pedagogică este reflectată de măsura integrării acestui tip de soft în realizarea activităţii de învăţare. Exemple: 1. Fereastra unei lecţii proiectate în AeL: Reprezentarea geometrică a corpurilor - desenarea piramidei: 160 / 331 „Evoluţia pedagogică a exerciţiilor marchează saltul formativ, realizabil de la exerciţiul automatismelor (care are o sferă de acţiune limitată) la exerciţiul operaţiilor, care angajează un câmp aplicativ mai larg, perfectibil la diferite niveluri de referinţă didactică şi extradidactică.” (Cerghit, I.) 2. „De ce leşină elefanţii?” -soft educaţional realizat de Softwin-Intuitext. Cu ajutorul instrumentelor de măsură, cărora le corespunde câte un icon, elevii pot exersa trasarea diferitelor tipuri de figuri geometrice: 3. Determinarea punctelor de intersecţie ale liniilor importante în triunghi, pentru diferite tipuri de triunghiuri, poate fi exersată de elevi cu ajutorul softurilor educaţionale. 4. Pentru determinarea cu o mai mare acurateţe a măsurilor unghiurilor se poate utiliza raportorul virtual. Pe ecran sunt generate, cu ajutorul softului, mai multe tipuri de unghiuri iar elevul trebuie să completeze o casetă de răspuns cu măsura pe care a determinat-o, cu ajutorul raportorului. Răspunsurile sunt validate imediat, iar în cazul în care a greşit, elevul poate relua măsurătoarea. 161 / 331 reează un dialog (asemănător dialogului profesor-elev) între Softuri interactive Softurile interactive c elevul utilizator si programul (mediul) respectiv. pentru învăţarea unor noi cunoștinţe Interacţiunea poate fi controlată de computer (dialog tutorial) sau de elev (dialog de investigare). Termenul generic de tutorial desemnează softul în care „drumul" elevului este controlat integral de computer. De regulă, un tutorial preia una din funcţiile profesorului, fiind construit pentru a-l conduce pe elev, etapizat, în însuşirea de noi cunoştinţe sau în formarea unor deprinderi, după o strategie stabilită de proiectantul softului. Atributele unui soft interactiv: - interacţiune: elevul răspunde la stimulii programului si, în raport cu aceste reacţii şi strategia pe baza căreia a fost proiectat, programul selectează direcţiile (informaţiile si tipul de stimuli) pe care le va parcurge respectivul utilizator; - controlul de către elev: pe tot parcursul utilizării softului, elevul poate reveni asupra unor secvenţe, - activităţi de învăţare adecvate obiectivelor: programul îi oferă elevului materiale interactive cu explicaţiile şi exemplele necesare însuşirii informaţiilor şi formării deprinderilor, prevăzute ca obiective ale învăţării pentru capitolul respectiv; - feedback-ul imediat: programul este conceput de o manieră care să-i asigure utilizatorului un feedback continuu - fiecare reacţie a elevului la un stimul al programului este analizată, apreciată şi adusă la cunoştinţa elevului; - evaluarea parcursului personal: la încheierea activităţii, programul poate pune în evidenţă caracteristicile căii parcurse de utilizator şi, în raport cu anumite criterii, poate evalua acest parcurs. Exemplu: Lecţia introductivă la capitolul Cercul, pentru clasa a VII-a extrasă de pe softul educațional „De ce leşină elefanţii?”, produs de Softwin-Intuitext. Elevul poate parcurge prezentarea în ritmul propriu, poate comuta ferestrele, poate derula înainte-înapoi pentru a revedea anumite informaţii, audiază un material introductiv legat de şcoala lui Euclid, intrând în atmosfera noului capitol printr-un cadru imaginar, care îi trezeşte interesul şi îi sporeşte curiozitatea de a afla lucruri noi. 162 / 331 acă un tutorial/profesor îl determină pe elev să urmeze un anumit drum în Softuri de D nvăţare, softul de investigare foloseşte o altă strategie: elevului nu i se prezintă investigare î informaţiile deja structurate (calea de parcurs), ci un mediu de unde elevul poate să-şi extragă toate informaţiile necesare pentru rezolvarea sarcinii propuse, pe baza unui set de reguli. În acest fel, calea parcursă depinde într-o mare măsură de cel care învaţă (atât de nivelul lui de cunoștinţe, cât şi de caracteristicile stilului de învăţare). În ultimii ani se proiectează şi se experimentează medii de învăţare cu o interacţiune extrem de complexă, bazată pe utilizarea inteligenţei artificiale; demersul este cunoscut sub numele de „instruire inteligentă asistată de computer”. Exemplu: În aplicaţia de pe site-ul www.gogeometry.com, elevului i se dau nişte informaţii (ipoteza, concluzia şi desenul) corespunzătoare unei teoreme, iar pentru descoperirea demonstraţiei este ghidat prin întrebări şi indicii, dându-i-se feed-back după fiecare răspuns. Astfel, elevul descoperă noi teoreme, realizând o investigare dirijată de computer. 163 / 331 ermite reprezentarea controlată a unui fenomen sau sistem Softuri de simulare Softul de simulare p real, prin intermediul unui model cu comportament analog. Prin lucrul cu modelul se oferă posibilitatea modificării unor parametri şi observării modului cum se schimbă comportamentul sistemului. Folosirea simulărilor într-un sistem educaţional informatizat permite obţinerea unor elemente ale instruirii pe care lecţia tradiţională nu le poate asigura: - redarea intuitivă pe ecran a unor procese care s-au desfăşurat în perioade de timp extrem de lungi sau foarte scurte; - implicarea elevului în controlul asupra modelului, cu posibilitatea modificării unor parametri; - stimularea gândirii critice şi a potenţialului creativ (formulare de ipoteze): - evitarea situaţiilor periculoase. Exemple: În softul educaţional „Studii de geometrie în spaţiu”, realizat de profesorul Vasile Roman cu ajutorul programului AutoCad, există o suită de lecţii despre corpurile geometrice, în care elevii pot vizualiza, cu ajutorul aplicaţiei, atât desfăşurările corpurilor pe plan, cât şi secţiuni ale corpurilor (axiale, cu un plan paralel cu baza) şi prezentarea corpurilor rotunde ca şi corpuri de rotaţie. Toate aceste modelări contribuie la o mai bună vizualizare a corpurilor în spaţiu, lucru aproape imposibil de realizat cu creta pe tablă. Există opţiunea de a vizualiza corpurile din mai multe unghiuri, de a mări sau micşora numărul de laturi ale bazei poliedrelor şi de a oferi transparenţă feţelor pentru o mai bună vedere în spaţiu. fturile pentru testarea cunoştinţelor reprezintă poate, gama cea mai variată, Softuri pentru So ntrucât specificitatea lor depinde de mai mulţi factori: testarea î cunoştinţelor - momentul testării; - scopul testării; - tipologia interacţiunii (feedback imediat sau nu). Aceste softuri apar uneori independente, alteori făcând parte integrantă dintr-un mediu de instruire complex. În majoritatea lecţiilor de matematică, proiectate în sistemul AeL, există momente de testare a cunoştinţelor, fie sub forma unor jocuri didactice, fie de forma unui test 164 / 331 cu itemi tip grilă. De fiecare dată se oferă un feed-back imediat, elevul având posibilitatea de a relua momentul de testare, prin apăsarea unui buton de reiniţializare a aplicaţiei, acesta generând de fiecare dată alţi itemi, dar păstrându-se structura şi dificultatea testului. Exista softuri didactice ce oferă posibilitatea de testare a elevului la sfârşitul fiecărei lecţii parcurse printr-o aplicaţie care oferă feedback sub forma unei notări, dar şi cheia exerciţiilor şi indicaţii pentru rezolvare. Evaluarea se face numai după parcurgerea integrală a itemilor. După încheierea testului elevului i se oferă şi un feed-back calitativ, sub forma unor aprecieri asupra rezultatului obţinut. Exemple: Pe site-ul http://www.bbc.co.uk/education/mathsfile modalitatea de testare a cunoştinţelor este sub forma unor jocuri educative foarte atractive. Elevul poate opta pentru diferite niveluri de dificultate şi pentru diferite teme din matematică: algebră, geometrie, aritmetică sau statistică şi probabibităţi. După fiecare joc, el obţine un feedback legat de timpul pe care l-a realizat şi de scorul obţinut, convertibil în notă. Programele matematice de ultimă generaţie folosesc cele mai noi tehnologii pentru crearea unor jocuri în care elevul este invitat să păşească în lumea virtuală. Un astfel de joc on-line se găseşte la adresa http://www.supermathsworld.com/. Sunt oferite mai multe teste, o parte fiind disponibile gratuit: 165 / 331 urile educaţionale sunt softurile care, sub forma ludică, (ce vizează atingerea Jocuri educaţionale Joc unui scop, prin aplicarea inteligentă a unui set de reguli) îl implică pe elev într-un proces de rezolvare de probleme. De obicei se realizează o simulare a unui fenomen real, oferindu-i elevului diverse modalităţi de a influenţa atingerea scopului. Exemple: Jocul didactic „Mathionaire” este realizat după structura jocului televizat „Vrei să fii miliardar?” şi are un mare succes în rândul elevilor. Aceştia primesc un set de întrebări cu patru variante de răspuns din care trebuie să aleagă varianta corectă. Întrebările sunt formulate din programa şcolară/curriculum nucleu şi cuprind toate capitolele parcurse, punând un accent deosebit pe calcul rapid şi pe probleme de logică sau practice. Este indicat pentru orele de recapitulare din gimnaziu. Pe site-ul www.gomaths.ch se pot găsi fişe săptămânale de lucru, care conţin o suită de activităţi atractive pentru elevi, introducându-i, prin joc, în teme de matematică pe care elevii le vor realiza cu multă conştiinciozitate, pentru că se renunţă la formalitatea manualelor şi a culegerilor şcolare şi se recurge la competiţii online şi la probleme de creativitate şi logică. 166 / 331 roiectarea didactică reprezintă o activitate continuă a oricărui cadru didactic şi Organizarea P esemnează procesul de anticipare a operaţiilor de planificare, organizare si resurselor în d sfăşurare a procesului educaţional în condiţiile cunoaşterii şi stăpânirii biblioteca digitală de variabilelor implicate în desfăşurarea acestei activităţi. Ea este în acelaşi timp „punct de plecare” şi „punct de sprijin” în realizarea unei activităţi didactice eficiente. Alături de auxiliarele didactice tradiţionale (culegeri, trusa de matematică, planşe, fişe etc.), resursele digitale contribuie la îmbunătăţirea procesului instructiv- educativ. În acest sens, una dintre preocupările profesorului de matematică este de a-şi constitui propria bibliotecă digitală. Punem în evidenţă câteva dintre avantajele utilizării de materiale în format digital: - posibilitatea de a fi modificate şi adaptate mai uşor (testele, fişele de lucru, planificările calendaristice orientative, subiectele pentru examene în format digital pot fi reutilizate şi modificate cu ajutorul programelor de editare, fără un efort de rescriere); - spaţiu mic necesar arhivării (în general, fişierele de tip Word nu ocupă mult spaţiu pe disc şi pot fi păstrate în siguranţă pentru o mai lungă perioadă de timp comparativ cu documentele similare în format pe hârtie) ; - transmiterea, prin poşta electronică, a resurselor digitale se face cu economie de timp; - realizarea schimburilor de experienţă în mediul virtual. Deşi organizarea unei biblioteci digitale este personalizată de fiecare profesor în parte, recomandăm: - ordonarea materialelor didactice auxiliare în foldere, pe clase şi pe teme; - completarea electronică a componentelor portofoliului profesorului de matematică; - achiziţionarea de culegeri şi softuri electronice; - realizarea de prezentări structurate (de tip Power Point) pentru lecţiile de recapitulare, adaptate nivelului clasei şi a obiectivelor propuse; - utilizarea de softuri matematice pentru redactarea documentelor, care includ editoare de formule (Mathtype, Geogebra - www.geogebra.org/ , LaTex – limbaj de programare folosit în mediul academic de către matematicieni pentru editarea de articole, broşuri, reviste etc.); - achiziţionarea revistei Gazeta matematică în format electronic care cuprinde colecţia integrală a revistei din perioada 1895-2009. Astfel, în pregătirea activităţii didactice profesorul poate utiliza calculatorul pentru: - studierea documentelor curriculare; - elaborarea planurilor de lecţie şi planificărilor unităţilor de învăţare; - sintetizarea unor conţinuturi din materiale disponibile online sau în format e- book; - crearea unor tutoriale sau prezentări de tip Power-Point pentru susţinerea predării; 167 / 331 - căutarea de materiale, exemple, fotografii pentru susţinerea predării; - comunicarea cu elevii, părinţii, alte cadre didactice; - elaborarea testelor de evaluare; - înregistrarea notelor, înregistrarea evoluţiilor elevilor, rapoarte de progres; - căutarea unor programe şi softuri educaţionale; - pregătirea lecţiei susţinute cu ajutorul softului educaţional (parcurgerea în prealabil a softului, stabilirea unui parcurs). Din păcate, în învăţământ instruirea asistată de calculator este folosită mai ales pentru predarea şi învăţarea informaticii, fiind destul de puţin utilizată ca instrument menit să uşureze învăţarea altor materii. Totuşi, ştiinţele şi în speţă matematica beneficiază de o mai bună reprezentativitate, fiind urmate de limbile străine. Din studiile întreprinse s-au desprins o serie de concluzii cu privire la eficienţa utilizării software-ului educaţional, dintre care amintim: - aproape toate cercetările relevă avantajele utilizării calculatoarelor în comparaţie cu alte metode; - reducerea timpului de studiu; - modificarea, în sens pozitiv, a atitudinii faţă de computer; - utilizarea computerelor este mai eficientă în ştiinţe decât în domeniul limbilor străine; - în instruirea asistată de calculator exersarea este eficientă în formarea deprinderilor elementare, în timp ce sistemele tutoriale sunt mai eficiente în formarea deprinderilor intelectuale de nivel superior; - instruirea asistată de calculator este mai eficientă ca instruire complementară, decât ca formă alternativă; - elevii care învaţă încet şi cei rămaşi în urmă câştigă mai mult decât elevii foarte buni; - strategiile bazate pe utilizarea calculatoarelor sunt mai eficiente la nivelurile inferioare. Este evident că profesorul-proiectant va trebui să analizeze cu atenţie varietatea instrumentarului tehnologic existent, în căutarea acelor softuri educaţionale, care în intersecţia cu disciplina pe care o predă, să fie adecvate pentru scopul urmărit şi adaptate la categoria de elevi cărora li se adresează. 1. Notaţi 5 avantaje şi 5 dezavantaje ale utilizării în activitatea didactică a unui soft Aplicaţii și teme de reflecție de testare. 2. Descrieţi 5-10 caracteristici care nu trebuie să lipsească dintr-un material online adresat copiilor, adolescenţilor şi adulţilor. 3. Realizaţi o listă cu minimum 10 link-uri de site-uri de specialitate cu resurse de matematică pe care le-aţi recomanda colegilor profesori şi elevilor. 168 / 331 Calculatorul în clasă, în laborator, în cancelarie şi acasă Integrarea modalităţilor de predare-învăţare-evaluare cu ajutorul calculatorului în activitatea didactică În acest moment, includerea calculatorului în procesul de predare-învăţare-evaluare reprezintă o cerinţă instituţională şi răspunde în mare măsură nevoilor de formare şi dezvoltare profesională ale elevilor. Instruirea asistată de calculator (IAC) nu înlocuieşte învăţătorul/profesorul, ci preia funcţii din activitatea de instruire precum şi momente din munca elevului. Potenţialul tehnologiei informaţiilor şi comunicaţiilor de a îmbunătăţi calitatea şi standardele de performanţă ale participanţilor la procesul educaţional este semnificativ, dar, din păcate, încă prea puţin exploatat. Deşi există destul de mulţi profesori în sistemul educaţional care sunt reticenţi faţă de metodele moderne de lucru la clasă şi faţă de utilizarea calculatorului în activitatea didactică, se poate intui uşor că dinamismul societăţii va favoriza motivarea şi schimbarea concepţiei acestora. Este ştiut că ceea ce faci din convingere proprie, faci cu mai multă dăruire şi plăcere, iar aceste „condimente” sunt indispensabile meseriei de dascăl. Scopul abordării acestei teme este acela de a prezenta diferite modalităţi de integrare a calculatorului şi a instruirii digitalizate în activitatea didactică. Actorii educaţionali trebuie să fie formaţi pentru a face faţă schimbării, Instrumente de căutare a incertitudinii şi inovării. Complexitatea crescută a şcolilor şi mediilor de informaţiei în mediul nvăţare de astăzi sugerează nevoia realizării într-o nouă manieră a virtual î activităţilor educaţionale. Pentru profesori, utilizarea calculatorului contribuie esenţial la facilitarea şi diversificarea activităţii didactice. 1. În clasă: − utilizarea de fişe didactice diferenţiate, uşor de adaptat şi multiplicat cu ajutorul calculatorului; − realizarea de proiecte didactice cu ajutorul Microsoft Word şi/sau Power-Point; − proiectarea de materiale auxiliare; − utilizarea unor planşe proiectate cu ajutorul calculatorului. 2. În laborator: − predarea digitală – folosirea de CD-uri cu softuri educaţionale; − utilizarea Internetului pentru jocuri educaţionale online. 3. Acasă: − pregătirea documentelor din portofoliul profesorului; − informarea şi colaborarea în mediul virtual prin intermediul forumurilor, grupurilor de lucru, etc. 4. În cancelarie: − gestionarea activităţilor didactice: catalogul electronic, grupul clasei; − descărcarea şi multiplicarea documentelor utile în activitatea didactică. 169 / 331 Accesul unui profesor la un computer conectat la Internet îi oferă diverse posibilităţi pentru îmbunătăţirea activităţii sale (pe mai multe paliere). Exemplificăm câteva dintre modalităţile prin care Internetul poate interveni în activitatea didactică: • documentarea profesională – accesul la o imensă bibliotecă didactică şi ştiinţifică cu materiale din ţară şi din străinătate; • comunicarea cu alţi colegi profesori în cadrul unor forumuri de specialitate; • descărcarea unor documente oficiale, în vigoare, de pe site-ul ministerului, al inspectoratului şcolar, a casei corpului didactic; • postarea şi descarcărcarea de materiale auxiliare activităţii didactice; • participarea la cursuri de formare profesională, conferinţe, simpozioane, concursuri, care se desfăşoară online; • realizarea de activităţi instructiv-educative cu elevii, folosind resurse digitale online; • crearea unei biblioteci tematice cu fişe de lucru, proiecte de lecţie, jocuri educaţionale, culegeri, cărţi de specialitate, enciclopedii; • realizarea unui grup de discuţii, a unui blog tematic, a unei reviste matematice online; • participarea activă în comunitatea matematică virtuală; • proiectarea de diferite materiale didactice auxiliare cu ajutorul Microsoft Office sau al altor tool-uri, pe care să le integreze în activitatea sa la clasă; • documentarea asupra unor alternative de predare (de exemplu softuri educaţionale de predare sau lecţii video) utilizate cu succes de alţi colegi profesori. 170 / 331 Implicarea calculatorului şi a Internetului în triada predare-învăţare-evaluare permite o viziune mai bună asupra materiei într-un timp mai scurt. Avantaje directe: • Reducerea timpului necesar prelucrării datelor experimentale; • Dezvoltarea creativităţii prin desfăşurarea de activităţi de învăţare care să implice procese cognitive de rang superior; • Implicarea elevilor prin elaborarea sau utilizarea unor softuri şi materiale didactice necesare studiului; • Dezvoltarea intra şi interpersonală a elevilor, aceştia învaţă să pună întrebări, să cerceteze şi să discute probleme ştiinţifice care le pot influenţa propria viaţă. Exemple de materiale care • Documente şcolare în vigoare (programe, modele de planificări, pot fi selectate cu ajutorul s tandarde de evaluare, calendarul şcolar, criterii de evaluare etc.). Internetului A stfel de materiale pot fi găsite pe site-urile: www.edu.ro, www.didactic.ro, www.mate.info.ro, www.mateinfo.ro etc.; • Articole metodico-ştiinţifice; • Materiale propuse de alţi profesori (proiecte didactice, fişe de lucru, teste, planşe, prezentări Power-Point, Flash etc.); • Softuri educaţionale; • Softuri utile în redactarea de articole şi materiale cu conţinut matematic (LaTeX, Mathtype, Geogebra, Matematica, etc); • Filme documentare, filme explicative de prezentare a unor noţiuni, tutoriale; • Imagini; • Studii statistice relevante pentru învăţământ, grafice; • Culegeri online de probleme; • Exerciţii şi probleme propuse la concursuri şcolare sau propuse spre rezolvare pe diferite forumuri de specialitate; • Şabloane pentru broşuri, reviste, rebusuri, teste, diplome şcolare; Exemplu de şablon pentru crearea unui proiect interdisciplinar: www.didactic.ro 171 / 331 Pentru eficientizarea activităţii de cercetare, selectare, documentare, a Etapele unei căutări formaţiilor în mediul virtual este necesară adoptarea unei strategii de eficiente pe Internet in navigare cu ajutorul motoarelor de căutare specializate. 1. Formulaţi clar obiectivele căutării. Transformaţi-le în scurte interogaţii care să conţină cuvinte cheie. Nu uitaţi că un calculator şi nu o persoană va interpreta întrebarea pusă. Exemplu: dacă doriţi să găsiţi rezultatele afișate la un concurs de matematică, o formulare de genul „aş vrea să ştiu care sunt rezultatele la concursul de matematică X” ar putea conduce la rezultate nerelevante. O formulare mult mai adecvată ar fi introducerea domeniului: matematică şi a denumirii concursului Olimpiada națională 2013. 2. Folosiţi un motor de căutare specializat dacă informaţiile pe care le căutaţi sunt specifice. Exemple: www.wolframalpha.com; http://www.wolframalpha.com/examples/Math.html (computational knowledge engine) oferă răspuns la o întrebare specifică şi realizează o navigare bazată pe relaţii logice care leagă întrebarea de alte posibile întrebări şi subiecte. Yotophoto.com oferă o colecţie impresionantă de imagini gratuite. Lumerias.com, după cum îi spune numele este conceput special pentru căutarea de clipuri video. Acestea sunt extrase de pe site-uri cunoscute ca YouTube, Google Video, MyVideo. Deligio.com permite căutarea după un anume program software, freeware sau shareware. Amaztype ajută la petrecerea timpului liber. Este vorba de un motor de căutare pentru cărţi, „a typographic book search”. 3. Tastaţi în caseta de căutare 2-3 cuvinte cheie referitoare la subiectul de interes, nume proprii, fraze în ghilimele şi apoi lansaţi căutarea. Recomandări pentru o căutare cât mai eficientă: Pentru a formula o cerere se pot folosi operatorii logici adecvaţi motorului de căutare selectat, dar există şi câţiva operatori pentru toate motoarele de căutare: Operatorii AND, OR, NEAR şi NOT se folosesc pentru a conecta cuvinte şi termeni în cadrul unei întrebări cu sensurile lor din logica booleană: - AND înseamnă că se vor regăsi ambele cuvinte în cadrul documentelor, - OR înseamnă că cel puţin unul dintre termeni este prezent, - NEAR înseamnă că un termen trebuie să fie găsit în cadrul unui număr specializat de cuvinte, - NOT exclude prezenţa unui termen. Operatorii de mai sus se scriu cu litere de tipar fără a se lăsa un spaţiu între operator şi termenii care-l urmează. - Apostrofurile (’) şi ghilimelele („”) marchează cuvinte care 172 / 331 trebuie regăsite exact aşa cum sunt. Sunt similare operatorului NEAR. - Semnul plus (+) înaintea unui termen, fără spaţii conduce doar la documente care conţin acel termen şi este simular operatorului AND. - Cuvintele scrise cu majuscule sunt tratate ca nume proprii şi vor fi separate prin virgule. - Asteriscul are funcţia de a lărgi rădăcinile semantice ale unui cuvânt. Plasarea unui asterisc la sfârşitul cuvântului conduce la pagini care conţin toate cuvintele cu o rădăcină comună cu cel introdus. De exemplu dacă tastaţi matematică şi plasaţi un asterisc se vor crea legături cu pagini ce conţin cuvinte ca matematician, matematice, matematic etc. - Operatorul ADJ (adiacent) determină găsirea acelor documente în care termenii apar unul lângă altul în orice ordine. 4. Realizaţi o rafinarea a rezultatelor obţinute, folosind operatorul NOT- NU sau semnul minus în faţa acelui cuvânt care nu mai vreţi să apară în documente. Puteţi relua căutarea inserând alte cuvinte cheie sau schimbând motorul de căutare. 5. Salvaţi siteurile în care aţi găsit o informaţie relevantă într-un folder- dosar de Favorite, pentru a le putea accesa rapid şi cu altă ocazie, fără a mai efectua o nouă căutare pe acelaşi subiect. Recomandări de site-uri • Curriculum şcolar - www.edu.ro/index.php/articles/c4 pentru profesorii de • Centrul Naţional de Evaluare şi examinare - www.rocnee.eu matematică • Comunitatea online a cadrelor didactice - www.didactic.ro • Ateliere creative – www.interaktiv-university.ro • Societatea de Ştiinţe Matematice – www.rms.unibuc.ro • Viitori olimpici - www.viitoriolimpici.ro • Teste şi lecţii – www.edu.adralex.ro/sc5roman/mate/baza/mathHome.html • Mathcom - www.math.com • Jocuri şi lecţii engleză - www.coolmath.com • Soft Geogebra - www.geogebra.org/cms/en/ • Informaţii ştiinţifice - www.stiinta.info • Pagina profesorilor de matematică din Timiş - www.tmmate.ro • Arta rezolvării problemelor -en - www.artofproblemsolving.com • Lecţii video – www.math-pdr.com Puteţi accesa cursul online, Motoare de căutare, oferit de Intuitext pe pagina www.didactic.ro. 173 / 331 tunci când folosiţi în activitatea didactică materiale descărcate de pe Drepturile de autor pe A nternet nu uitaţi de elementele cheie ale drepturilor de autor. Internet I - Verificaţi dacă pe site-ul web de pe care aţi preluat anumite materiale (documente, cărţi, fişiere audio sau video, imagini etc.) există specificaţii clare sau restricţii legate de utilizarea materialelor; - Citaţi de fiecare dată sursa de unde aţi preluat informaţia [Citarea trebuie să includă: informaţii despre deţinerea drepturilor de autor sub imagine/video (ex. © 2001 numele deţinătorului de drepturi de autor) şi informaţiile disponibile - o descriere bibliografică completă la sfârşit (inclusiv autor, titlu, editor şi locul şi data publicării/adresei web)]; - Informaţi elevii despre plagiat şi nu încurajaţi copiatul. Învăţaţi-i să respecte munca altora şi să creeze propriile materiale originale; - Parcurgeţi cursul de informare despre plagiat, Curs Anti-plagiat propus pe platforma de învăţare oferită de Intuitext; 174 / 331 - Verificaţi fiecare referat sau proiect pe care îl primiţi de la elevi pentru a vă asigura că respectă drepturile de autor. Atunci când recomandaţi elevilor ca bibliografie pentru studiul/învăţarea unei teme, un site web realizaţi o evaluare obiectivă a acestuia folosind câteva criterii relevante: 1. Conţinut (Site-ul aparţine unei asociaţii sau organizaţii credibile? Informaţia furnizată este corectă? Este bine structurată? Este relevantă, clară, concisă? Sunt citate sursele de informare? Conţinutul este actualizat? Temele aborbate sunt accesibile pentru elevi? Există reclame sau link-uri către site-uri interzise minorilor?); 2. Design şi usability (Site-ul are o prezentare atractivă? Navigarea prin site se poate face intuitiv, cu uşurinţă? Link-urile propuse sunt funcţionale? Forumul (dacă există) este moderat? Fişierele audio- video se încarcă cu uşurinţă? Informaţiile relevante sunt plasate în zona optimă de citire? Materialele sunt prezentate într-o formă adaptată vârstei?); 3. Detalii tehnice (Site-ul se încarcă rapid? Site-ul se dechide în majoritatea browserelor fără erori? Vizualizarea conţinutului necesită instalarea unor softuri sau plugin-uri suplimentare? Descărcarea materialelor se face cu uşurinţă?) Definiţie: Proiectarea unităţilor de Unitatea de învăţare reprezintă un ansamblu de lecţii, unitare din punct de învăţare cu ajutorul edere al competenţelor specifice vizate şi din punct de vedere tematic (al resurselor digitale v onţinutului disciplinar), cu activităţi adecvate, subordonate obiectivelor, şi c desfăşurându-se cu resurse specifice. Proiectarea didactică presupune parcurgerea următoarelor etape: Lecturarea, Stabilirea Planificarea Proiectarea interpretarea şi nităţilor de calendaristică unităţilor de adaptarea u nvăţare orientativă învăţare rogramei î p Utilizarea calculatorului se impune în cadrul acelor secvenţe de învăţare în care obiectivele operaţionale se vor putea realiza cu o mai mare eficienţă decât în cazul în care profesorul ar aplica strategii didactice tradiţionale, cum ar fi: • Simularea unor procese şi fenomene în mişcare prin animaţii şi filme. Exemplu: La clasa a VIII-a se poate utiliza o aplicaţie care va modela construcţia şi desfăşurarea corpurilor geometrice în spaţiu: 175 / 331 • Îmbunătăţirea abilităţilor de calcul numeric Exemplu: La clasa a V-a, pentru formarea abilităţilor de calcul cu puteri se poate organiza o activitate de învăţare în cadrul căreia se folosește o aplicație: Calcul cu puteri - www.aaaknow.com/exp-eval-squ1.htm#pgtp • Desfăşurarea de activităţi de autoinstruire şi autotestare Exemplu: Pentru studiul geometriei de clasa a VI-a şi a VII-a elevii pot utiliza softurile educaţionale de învăţare prin descoperire şi exersare: Provocarea faraonului, Secretul Lui Euclid, La voia zeilor, Comoara tâlharilor, De ce leşină elefanţii de la Intuitext? Atraşi într-o adevărată aventură a învăţării, cu ajutorul acestor softuri elevii vor putea să rezolve probleme de geometrie într-o manieră atractivă, să exerseze construcţii geometrice în ritmul propriu și cu ajutorului Geometrusei şi să-şi testeze cunoştinţele în manieră ludică. 176 / 331 • Organizarea de jocuri didactice în scopul aprofundării cunoştinţelor sau în scopul îmbunătăţirii acestora Exemplu: Pentru calculul probabilităţii, la clasa a VI-a se poate propune un joc de exersare - Probabilităţi - www.bbc.co.uk/schools/mathsfile Considerând calculatorul un instrument didactic, remarcăm mai multe modalităţi de implicare a calculatorului în activitatea de instruire: • Utilizarea calculatorului pentru tehnoredactarea computerizată a documentelor şcolare (planificări, proiecte de unităţi de învăţare, proiecte de lecţie, fişe, teste, planşe etc). • Utilizarea calculatorului ca mijloc de predare în cadrul lecţiilor de comunicare de noi cunoştinte, de recapitulare sau a prelegerilor, în care calculatorul poate reprezenta suport al unei sinteze, imagini, figuri ce pot fi proiectate în scopul transmiterii de cunoştinţe; • Realizarea unor calcule numerice, grafice, mai mult sau mai puţin complicate, în scopul formării deprinderilor de calcul; 177 / 331 • Realizarea unor baze de date, adică stocarea de informaţii, modalitate care să permită ulterior regăsirea materialelor necesare după anumite criterii; • Invăţarea unui limbaj de programare; • Realizarea unor laboratoare asistate de calculator. Abordarea unui scenariu Recomandări: tabiliţi obiectivele de referinţă/competenţele specifice din programa didactic cu ajutorul 1. S colară asociate lecţiei; calculatorului ş 2. Studiaţi conţinutul ştiinţific aferent temei; 3. Identificaţi momentele lecţiei în care competenţele selectate vor fi atinse mai uşor cu ajutorul calculatorului; 4. Realizaţi scenariul didactic, împărţindu-l pe momente şi submomente; 5. Identificaţi elementele multimedia cele mai potrivite pentru realizarea fiecărui moment 6. Estimaţi timpul de desfăşurare al fiecărei secvenţe proiectate, în care veţi folosi calculatorul. Resursele multimedia pe care le puteţi integra în lecţia digitală: • Texte, Hypertexte; • Surse suplimentare de informaţie (bibliografie, links); • Imagini; • Organizatori grafici. Hărţi, diagrame statice sau animate; • Materiale audio sau audio-video; • Animaţii, simulări, interactivitate; • Jocuri educaţionale; • Teste de evaluare. Exemplu: La clasa a VIII-a, pentru unitatea de învăţare „Corpuri geometrice” – lecţia „Piramida” se poate utiliza CD-ul educaţional Lecţii de matematică. 178 / 331 În fereastra de prezentare a elementelor piramidei se folosesc: - Imagini; - Sunet; - Animaţie; - Text şi hypertext. Implicaţi elevii în activitatea de predare-învăţare-evaluare, în funcţie de stilul lor de învăţare, astfel: - Solicitaţi-i pe cei cu un stil de învăţare vizual, în special, la realizarea de desene, de grafice şi diagrame, pentru reprezentarea în culori cât mai atractive dar şi sugestive ale acestora; - Solicitaţi-i pe cei cu un stil de învăţare auditiv, în special, la reţinerea instrucţiunilor de utilizare a soft-urilor sau a etapelor în care urmează să se deruleze diferite sarcini de lucru. Deoarece ei sunt cei care reţin cu uşurinţă explicaţiile verbale ale profesorului / învăţătorului, au rolul de a le „lămuri” şi celorlalţi colegi; - Solicitaţi-i pe cei cu un stil de învăţare practic-kinestezic, în special, la executarea sarcinilor de lucru, în mânuirea tastaturii şi manevrarea unor auxiliare (imprimantă, xerox, scanner). Ei sunt cei care îşi transpun cu uşurinţă ideile în aplicaţii practice şi pot fi îndrumători ai colegilor lor. Modalităţi de utilizare a calculatorului în clasă: - Calculatorul / laptopul conectat la un videoproiector; - Calculatorul conectat la tabla interactivă; - Calculatorul poziţionat pe catedră. Organizarea unei activităţi didactice în laboratorul de informatică poate avea mai multe forme: - Predarea conceptului prin utilizarea proiectorului sau a tablei, iar apoi exersarea / aplicarea de către elevi la câte un calculator; - Utilizarea unui sistem informatic care permite afişarea controlată pe fiecare calculator al elevului a conţinutului dorit şi blocarea accesului elevului la alte conţinuturi / aplicaţii decât cele recomandate de profesor; - Explorarea conţinutului educaţional pe calculator de către fiecare elev în parte în ritm propriu; rolul profesorului este acela de a ghida şi de a răspunde la întrebări; - Testarea / evaluarea elevilor: fiecare elev stă la câte un calculator şi rezolvă testul care i-a fost administrat; - Elevii lucrează în grupuri sau în perechi la un proiect comun sau sarcină de lucru în care trebuie să utilizeze calculatorul. 179 / 331 Clasa virtuală Mediile complexe de colaborare permit reproducerea modelului clasei la nivel virtual. Instruirea poate fi un proces centrat pe educator sau unul centrat pe elev şi presupune utilizarea mai multor instrumente în acelaşi timp – conferinţă video sau audio, chat sau forum etc. Tutoriatele online le oferă elevilor posibilitatea de a învăţa nu numai de la profesor, ci şi la colegii de clasă. Clasa virtuală poate fi implementată atât în mod sincron cât şi asincron. - Clasa virtuală sincron permite instruirea interactivă prin Internet, în condițiile în care monitorizarea se realizează în timp real cu ajutorul conferinţei video sau audio. Prelegerile sunt programate anterior, iar participanţii se întâlnesc la momentul stabilit. - Clasa virtuală asincron se referă la instruirea interactivă prin Internet, dar nu se realizează în timp real. Profesorii transmit lecţiile, temele, întrebările etc. Elevii citesc materialele, rezolvă temele. Comunicarea se realizează între elevi sau între elevi şi îndrumător prin intermediul forumului, chatului etc. Clasa virtuală este indicat a fi utilizată ori de câte ori este necesară comunicarea către un număr mare de oameni aflaţi în locuri diferite din ţară sau lume, accesarea informaţiilor şi transmiterea de know how eficient şi într-un timp scurt. Funcţionalităţi pe care o clasă virtuală ar trebui să le îndeplinească: • Funcţionalităţi privind expunerea de informaţii: whiteboard, partajare documente etc. • Funcţionalităţi care să permită cursanţilor să intervină: instrumente whiteboard, sondaje. • Funcţionalităţi de comunicare între cursanţi şi între cursanţi şi 180 / 331 formator: chat, audio, camere de comunicare. IAC - Instruirea asistată de calculator şi eLearning-ul se referă la folosirea tehnologiilor informatice şi de comunicaţii, precum şi a mediilor pentru distribuirea materialelor didactice şi pentru îmbunătăţirea procesului de predare-învăţare-evaluare. EAC - Evaluarea asistată de calculator (Computer Assisted Testing CAT) sau evaluarea online se referă la folosirea calculatoarelor pentru a livra, marca şi analiza teste, teme pentru acasă, proiecte sau examinări. Evaluarea unei unităţi de învăţare presupune: De la evaluarea clasică la evaluarea online • selectarea, proiectarea şi utilizarea unei varietăţi de metode de evaluare pentru a atingerea competenţelor specifice asociate temei • utilizarea de itemi de evaluare pe tot parcursul învăţării: evaluare iniţială, formativă, sumativă • raportarea la obiectivele operaţionale ale unităţii; • testarea proceselor de gândire ale elevilor în conformitate cu taxonomia lui Bloom; • implicarea elevilor în procesul de evaluare prin proiectarea de itemi de autoevaluare sau interevaluare. În evaluarea cu ajutorul calculatorului profesorul utilizează un soft specializat care poate stoca itemii pe care acesta îi introduce, apoi îi poate genera sub forma unor teste. După structura întrebărilor, itemii pot fi clasificaţi în: • închişi – de tip corect/greşit, adevărat/fals, da/nu, cu alegere multiplă, cu alegere unică, de potrivire şi de tip pereche; • deschişi – desenele, schemele, demonstraţiile lacunare, propoziţiile lacunare. 181 / 331 Evaluarea cu ajutorul calculatorului poate fi realizată în: • clasă - fiind inclusă în cadrul lecţiei sau secvenţei de lecţie digitalizată - evaluare formativă • laboratoare de informatică – în cadrul unei ore proiectate pentru evaluarea sumativă. Testele proiectate vor conţine un număr mai mare de itemi asocieţi competenţelor unei unităţi de învăţare sau unui grup de unităţi de învăţare. Profesorul centralizează rezultatele (de exemplu în Excel), sau le printează şi oferă un feedback imediat elevilor. • mediul online – atunci când elevul completează testul acasă, sau la şcoală, cu condiţia asigurării conexiunii la Internet. Etape în parcurgerea unui test cu ajutorul calculatorului: • instalarea softului educaţional care permite testarea; • asigurarea condiţiilor optime de desfăşurare a evaluării (dacă testul este online, asigurarea accesului tuturor elevilor la Internet); • vizualizarea/deschiderea testului; • parcurgerea itemilor; • selectarea sau introducerea de la tastatură a răspunsului considerat corect; • reluarea unor întrebări (opţional); • primirea feedback-ului în funcţie de punctajul obţinut; • convertirea punctajului în notă. Exemplu de test grilă: 182 / 331 Tipuri de itemi ce pot fi incluşi în cadrul unui test proiectat cu ajutorul calculatorului: • Alegere unică (single-choice); • Alegere multiplă (multiple-choice); • Adevărat / Fals, Da / Nu; • Potrivire de elemente; • Completarea răspunsului de la tastatură; • Stabilire de corespondenţe între seturi de liste; • Desenarea unor figuri geometrice; • Colorarea anumitor porţiuni dintr-o figură dată; • Ordonarea anumitor elemente; • Drag & drop. Integrarea unei forme de evaluare cu ajutorul calculatorului este utilă în: Avantajele şi dezavantajele evaluării cu • Etapa de pretestare pentru a identifica cunoştinţele şi deprinderile ajutorul calculatorului p rerechizite pe care le are elevul înainte de a începe învăţarea unei noi teme şi nivelul de competenţă (capacitatea de a parcurge materialul de studiu); pentru a îndrepta atenţia elevului asupra necesităţii învăţării materialului de studiu. Asemenea teste sunt numite teste de intrare sau teste iniţiale şi au rolul de a oferi profesorului informaţii calitative legate de achiziţiile anterioare ale elevilor care îi vor orienta demersul didactic. De obicei aceste teste nu sunt cuantificate în note. • Etapa de învăţare propriu–zisă, sub formă de testare formativă / de autoevaluare. Aceasta are rolul de a înregistra evoluţia fiecărui elev şi determină orientarea profesorului spre activităţi de învăţare suplimentare (de recuperare, de corectare, de performare). În acelaşi timp orientează elevul spre conştientizarea progresului său în învăţare. • Etapa de finalizare a instruirii are loc printr-o evaluare sumativă. Aceasta presupune o testare calitativă şi cantitativă a gradului de învăţare a materiei predate. Rezultatele obținute pot fi cuantificate în note, iar instrumentul poartă denumirea de test docimologic. În urma interpretării rezultatelor acestei evaluări, profesorul este angajat în luarea unor decizii privind temeinicia cunoştinţelor acumulate, proiectarea unui program de aprofundare la un nivel avansat a cunoştinţelor sau a unui program de remediere a cunoştinţelor insuficient sau greşit acumulate şi înţelese de elevi. Avantajele utilizării EAC Dezavantajele folosirii EAC • Costuri reduse pe termen lung; • Costuri ridicate în faza iniţială; • Feedback rapid pentru elev şi • Accent pe memorare şi profesor; recunoaştere; • Obiectivitatea evaluării; • Cunoştinţe suplimentare de operare PC atât pentru elevi cât • Interpretarea grafică a i pentru profesori; rezultatelor; ş Dificultatea proiectării şi • Stocarea testelor, a rezultatelor • valuării itemilor deschişi; şi posibilitatea studierii e evoluţiei fiecărui elev; • Posibilitatea fraudării testării; 183 / 331 • Interactivitatea şi varietatea • Limitări datorate bazei itemilor prin includerea de materiale; elemente multimedia; • Nu se pretează la toate • Scăderea gradului de disciplinele; emotivitate; • Nu se pretează pentru orice tip • Flexibilitatea în timp şi spaţiu; de evaluare. • Reutilizarea unor teste sau itemi; • Randomizarea automată a itemilor. La finalul unei unităţi de învăţare proiectate cu ajutorul unui soft educaţional există de obicei un test de evaluare care cuprinde itemi variaţi, organizaţi pe diferite grade de dificultate. Testele pot fi proiectate, aşa încât în cazul unui feedback negativ, elevul să poată relua testul. În acest caz este indicat ca itemii să fie diferiţi sau randomizaţi, pentru a evita memorarea răspunsurilor. Este indicat ca softul să includă şi posibilitatea de a memora performanţele anterioare ale elevului, să existe status de parcurgere al acestuia şi să ofere feedback detaliat, eventual pentru fiecare item. Pentru predarea-învăţarea cu ajutorul calculatorului trebuie luate în considerare o serie de variabile, dar, în primul rând relaţia care intervine între participanţii în cadrul procesului instructiv-educativ. Astfel, predarea-învăţarea poate fi sub forma de (Adăscăliţei, 2007, p 61): • studiu individual sau autoinstruire – elevul este în contact numai cu materialele digitale; • studiu individual asistat – elevul beneficiază de materiale digitale şi de sprijinul unui îndrumător; • studiu în clasa virtuală – elevul aparţine unui grup de învăţare; • studiu în colaborare – elevul aparţine unui grup de lucru, iar studiul este rezultatul muncii colective. În funcţie de modul în care se face învăţarea, instrumentele specifice de lucru variază. Un lucru este clar, rolul profesorului, atunci când utilizează resurse digitale este altul: • nu mai este lector, ci consultant, ghid şi furnizor de resurse de învăţare; • ca proiectant al mediului online devine mai mult decât un furnizor de cunoştinţe; • oferă cadrul iniţial şi încurajează orientarea personalizată a elevilor; • prezintă mai multe perspective şi oferă direcţiile de studiu; • devine membru al grupului de studiu. 1. Vizitaţi site-ul www.didactic.ro şi creaţi cu ajutorul aplicaţiei online un Aplicaţii și teme de reflecție rebus matematic pentru tema Divizibilitate. 2. Creaţi-vă un cont pe site-ul www.suntparinte.ro şi creaţi o pagină cu grupul clasei dumneavostră. 3. Proiectaţi o secvenţă de lecţie în care să utilizaţi instruirea asistată de calculator. 184 / 331 Conceperea de aplicaţii digitale Crearea unor jocuri educaţionale digitale Crearea unui tutorial educaţional interactiv Crearea unui quiz Crearea unei simulări Preocuparea de a introduce calculatorul în activitatea de predare - învăţare - evaluare poate situa profesorul în postura de creator al propriilor softuri educaţionale. Acest lucru este posibil cu condiția ca acesta să aibă la îndemână instrumentarul şi cunoştinţele tehnice necesare pentru a transpune un scenariu didactic pe care îl proiectează, într-un soft interactiv adresat elevilor săi. Profesorul poate doar să gândească un scenariu didactic care să se deruleze sub forma unei aplicaţii multimedia sau să fie şi cel care realizează propriu-zis softul educaţional. Dacă primele încercări s-au limitat la utilizarea în scopuri didactice a pachetului Microsoft Office, cu precădere a PowerPoint-ului, ulterior, din ce în ce mai mulţi profesori au devenit proiectanţi de softuri, utilizând AUTOCAD, programare HTML, JAVA sau diferite programe de tipul sitebuilder. Indiferent de programul utilizat pentru a elabora un soft educaţional, există o anumită rigoare de la care profesorul nu se poate abate. Produsul educaţional realizat care ajunge să fie folosit de elevi trebuie să îndeplinească criteriile care fac din el un soft bun. În acest sens, intuitiv, cei mai buni critici sunt elevii, doar că, nici timpul şi nici etica profesională nu ne permit să testăm pe elevi rezultatele muncii de creaţie. Scopul abordării acestei teme este acela de a oferi premisele elaborării şi implementării propriului scenariu pentru o lecţie digitală care să includă elemente interactive cu ajutorul aplicaţiei PowerPoint. În proiectarea unui soft educaţional, profesorul trebuie să aibă în vedere Exigenţe dalitatea optimă de a îmbina cerinţele psihopedagogice cu cele tehnico- metodologice privind mo conceperea unui soft informatice. educaţional Conform cercetătorului E. Noveanu, aspectele de care trebuie să se ţină cont în realizarea unui soft educaţional sunt: • obiectivele educaţionale; • grupul ţintă; • disciplina; • structurarea conţinutului de învăţare; • strategia de instruire; • scenariul de derulare a paginilor; • ergonomia cognitivă a interfeţei; • feedback-ul; • componenta de evaluare. (Noveanu, Dragoş - Problematica softului educaţional) 185 / 331 În realizarea unei lecţii digitale este indicat să fie respectate cele 9 etape ale instruirii concepute de René Gagné (teoria constructivistă). Structura unei lecţii realizate cu ajutorul calculatorului, ca tutorial de învăţare: • Ecran titlu: se va folosi un font specific pentru titlu şi background atractiv. • Obiectivele lecţiei: - obiectivele vor fi prezentate succint, pentru a fi uşor de urmărit, eventual cu link către acele secvenţe de lecţie în care vor fi tratate anumite noţiuni; - pe parcursul prezentării, competenţele specifice asociate fiecărui submoment vor apărea pe ecran; • Ecran/slide introductiv - captarea atenţiei: - se poate insera în lecţie un material video atractiv, care să stimuleze motivaţia elevilor pentru învăţare, un joc de antrenament, un citat sau o povestioară în legătură cu tema lecţiei. • Reactualizarea cunoştinţelor: - pentru reactualizarea cunoştinţelor-ancoră, necesare pentru înţelegerea materialului de parcurs, se pot insera scurte joculeţe, sau teste grilă cu feedback imediat, un minidicţionar cu o serie de definiţii sau teoreme din unitatea de învăţare respectivă, scheme recapitulative etc. • Ecrane/slide-uri cu informaţie: - se pot concepe slide-uri cu informaţie de natură teoretică, în care textul ştiinţific va fi evidenţiat şi vizibil, dar nu trebuie să ocupe întreg ecranul; - textul va fi structurat, succint (nu trebuie reprodus ceea ce elevul poate găsi în manuale) pentru a fi uşor de urmărit şi de reţinut; - se vor folosi indentări şi buletts, aranjarea verticală a listelor, cu aliniere la stânga; - este recomandabil ca textul să ocupe 25 -50% din spaţiul de pe ecran; - pe parcursul ecranelor se va respecta fontul ales şi eventual un cod al culorilor pentru definiţii, teoreme, explicaţii, exemple etc., pentru a se asigura o unitate a materialului; - aspectul trebuie să fie variat prin blocuri de text cu highlight, pentru ca ecranele să nu devină monotone; - trebuie ţinut cont şi de un echilibru al ecranului între text, imagine, animaţie etc.; - informaţiile importante vor fi poziţionate în ordinea importanţei lor, locul privilegiat fiind stânga sus; - este indicat să fie inserate exemple animate, simulări, exerciţii interactive, organizatori grafici,scheme etc.; - toate materialele multimedia folosite trebuie să aibă o calitate superioară. • Ecrane cu activităţi: - este indicat să insereze exerciţii aplicative cu feedback imediat; - este recomandat ca pe ecran să apară textul problemei propuse spre rezolvare 186 / 331 şi o serie de etape intermediare de soluţionare a acesteia, în care elevul să selecteze cu drop-down din variantele propuse. Astfel, elevul va fi dirijat spre rezolvare oferindu-i-se feedback pentru răspunsul oferit; - se pot insera tool-uri de construcţie ale unei figuri geometrice şi indicaţii de utilizare ale lor; - etapa de fixare şi consolidare a cunoştinţelor se poate realiza opţional printr-un joc educaţional. • Reacţia inversă: - în urma utilizării materialului digital la clasă, profesorul va revizui materialul pentru a îmbunătăţi performanţele de învăţare; - profesorul poate restructura materialul, introduce anumite materiale suplimentare, butoane de control, help-uri, exemple etc., şi poate elimina sau înlocui anumite secvenţe care nu au fost relevante pentru elev. • Evaluarea: - profesorul va proiecta un test formativ cu feedback compus din itemi variaţi, cu interactivitate de tipul: single choice, multiple choice, adevărat- fals, drag and drop, fill-in etc.; - elevul va primi la finalul testului o interpretare personalizată a punctajului şi va avea posibilitatea de a relua oricând atât conţinutul lecţiei cât şi testul. Conţinutul unei lecţii în format electronic poate îmbina diverşi itemi de învăţare cum ar fi: texte, diagrame şi hărţi interactive, simulări, experimente interactive, exerciţii, teste, cât şi jocuri educaţionale. Toate momentele lecţiei realizate presupun o activitate nemijlocită a elevilor, iar interactivitatea constă în cea mai mare parte în feedback gradual oferit utilizatorului pe tot parcursul lecţiei. ulţi profesori creativi utilizează PowerPoint-ul pentru a crea jocuri şi aplicaţii Crearea unor jocuri M ractice pentru elevi. Dacă sunt bine proiectate şi realizate, jocurile determină educaţionale digitale p motivarea elevilor, implicarea în activitatea de învăţare şi le captează atenţia asupra conţinutului. Se pot crea sau adapta jocuri după diferite emisiuni de televiziune celebre („Vrei să fii MATHMILIONAR?” „Mathfactor”), jocuri logice, sportive (maraton de întrebări structurate gradual ca dificultate şi/sau tematică, la care elevul primeşte după fiecare set de itemi câte o medalie) sau activităţi economice şi casnice. În fiecare caz trebuie create hyperlinkuri între diapozitive pentru a conferi aspectul de interactivitate şi de joc educaţional. Recomandări:  Pentru a realiza o prezentare PowerPoint nouă, puteţi descărca o prezentare deja elaborată, de pe site-uri de matematică, pe care să o editaţi şi să o adaptaţi cerinţelor clasei dumneavoastră. Aveţi posibilitatea de a adăuga sau şterge slide-uri din prezentare, de a modifica aspectul prezentării (inclusiv fonturi, fundal, imagini, efecte de tranziţie şi animaţie);  Pentru ca prezentarea să fie cât mai atractivă pentru elevi inseraţi obiecte ca: imagini, ilustraţii SmartArt, diagrame, tabele, sunete, filmuleţe, butoane de interactivitate etc.;  Puteţi utiliza efectele vizuale de tipul: tranziţii între diapozitive, animaţie de 187 / 331 obiecte sau text pentru a realiza o prezentare interactivă şi interesantă pentru elevi;  Înainte de a elabora o prezentare de tip joc educațional puteţi consulta un ghid de utilizare a PowerPoint-ului pe care îl găsiţi, de exemplu, pe pagina http://office.microsoft.com/ro-ro/powerpoint-help/ghid-pentru-construirea- unei-prezentari-powerpoint-2007-HA010206711.aspx.  Pe pagina www.didactic.ro la secţiunea Formare puteţi viziona un tutorial despre construirea unei prezentări animate în PowerPoint: Exemple de bune practici în realizarea de jocuri educaţionale cu ajutorul aplicaţiei PowerPoint  Prezentare cu tema „Probleme de mişcare” realizată de domunul profesor Laurenţiu Roşu, publicată pe site-ul www.didactic.ro:  Jocul didactic „Fii campion”, publicat de doamna profesoară Florica Plosca pe site-ul http://www.didactic.ro/materiale-didactice/fii-campion este realizat sub forma unui raliu al micilor matematicieni și se adresează elevilor de clasa a III-a. Se poate păstra template-ul prezentării şi se pot modifica cerinţele, aşa încât să poată fi aplicat la orice clasă. 188 / 331 valuarea didactică reprezintă o etapă importantă a procesului de învăţământ şi de Crearea unui quiz E aceea trebuie proiectată cu atenţie, pentru a obţine un feedback valid cu privire la competenţele şi cunoştinţele elevilor. Practica didactică demonstrează că acest obiectiv nu este uşor de atins nici din punct de vedere al conceperii itemilor, nici al cuantificării rezultatelor. Testele online reprezintă o alternativă la evaluarea în sensul clasic, fără a se pune problema înlocuirii totale a evaluării tradiţionale. Pe internet se pot găsi numeroase site-uri de pe care se pot descărca modele de teste sau template-uri de teste. În acest caz, discernământul profesorului în a găsi un test bine proiectat, şi nu doar atractiv ca interactivitate şi design este hotărâtor. Criteriile de selecţie ar trebui să fie:  obiective bine formulate;  modul de interpretare al rezultatelor să fie clar şi pentru elev, şi pentru profesori, şi relevant prin raportare la obiective;  cerinţele şi variantele de răspuns să fie corecte;  design atractiv cu rol de suport. Sugerăm ca testele să fie prelucrate de profesori şi să fie adaptate atât la curriculumul în vigoare (dacă sunt importate de pe alte site-uri decât cele din România), cât şi la particularităţile clasei. Pentru conceperea unui test de evaluare cu interactivitate profesorii au câteva opţiuni la îndemână:  Excel;  PowerPoint;  Site-uri care pun la dispoziţie aplicaţii pentru crearea unui test online. Exemple de bună practică în elaborarea de teste cu ajutorul calculatorului:  În imaginea de mai jos este dat un exemplu de test realizat în Excel, care poate fi utilizat atât pentru verificarea/examinarea cunoştinţelor, cât şi ca temă pentru acasă (elevul are la îndemână verificarea rezultatului propus). Un avantaj al acestui tip de test îl reprezintă numărul mare de variante, care se 189 / 331 poate obţine prin înlocuirea constantelor cu variabile generate aleator (sunt restricţionate doar de existenţa unei soluţii).  Pe pagina http://variante-mate.ro/bacalaureat/teste-online-bac-m1-m2 se găsesc teste online din materia pentru examenul de Bacalaureat sau Evaluare Naţională.  Pe site-ul http://www.thatquiz.org/tq-4/math/geometry/ se pot găsi câteva teste interactive pentru calculul ariilor unor figuri geometrice generate prin modificarea unor parametri: tipul figurii, dimensiunile acesteia. Pe ecran este afişată figura şi dimensiunile aferente, iar elevul trebuie să completeze numărul prin care se exprimă aria suprafeţei respective. Cerinţele se referă la calculul de perimetre şi arii pentru unele figuri geometrice plane şi suprafeţe laterale şi volume ale corpurilor geometrice. 190 / 331 Exemple de simulări Simularea presupune: - modelarea şi vizualizarea unor situaţii, fenomene, proprietăţi matematice care nu pot fi observate direct de către elevi sau pot fi realizate cu mai multă eficienţă cu ajutorul calculatorului; - interacţiunea cu elevul prin modificarea/controlul unor parametri şi studiul variaţiei procesului în funcţie de parametrii setaţi. Proiectarea unei simulări determină o învăţare de tipul perceptiv-vizuală. trucţia etapizată a unei figuri Simularea prin manipulare - Cons directă a unor obiecte matematice geometrice; - Desfăşurarea plană a unui corp geometric; - Rotaţia unui corp geometric. robleme de mişcare rectilinie Simularea prin accelerarea/ - P formă. încetinirea unui proces uni Simularea procedurală - Trasarea unui grafic al unei funcţii; - Algoritmul de rezolvare al unei probleme;Varierea unor ipoteze. Simularea situaţiilor problemă - Probleme de loc geometric. Simularea cu ajutorul Excel presupune utilizarea unor funcţii şi/sau formule şi definirea unei zone în acre să fie plasate rezultatele obţinute. Analizarea acestor rezultate va permite elevului să extragă concluzii privind o anumită strategie de abordare a problemei modelate. Se defineşte o zonă de intrare a datelor/argumentelor funcţiei şi zona de afişare a rezultatelor. Exemple de bună practică: • În imaginile de mai jos poate fi urmărit model de prezentare a divizibilităţii cu 2, 3, 5, 7 şi 11, cu ajutorul unui fişier Excel. Într-un tablou cu numere de la 1 la 100, se pot evidenţia toţi multiplii, din acest interval, ai unui număr aleatoriu ales (prin selecţie cu drop-down a numărului cu care dorim să se dividă). 191 / 331 • O demonstraţie vizuală, animată pentru teorema înălţimii, poate fi găsită pe pagina: http://www.f-lohmueller.de/pov_anim/ani_3509d.htm. • O simulare a desfăşurării plane a unui cub poate fi vizualizată de elevi pe pagina http://www.f-lohmueller.de/pov_anim/ani_3504d.htm. 192 / 331 Sugerăm utilizarea de prezentări realizate cu ajutorul aplicaţiei PowerPoint pentru: - realizarea etapizată a unei construcţii geometrice; - prezentarea unui algoritm de calcul; - recapitularea şi sistematizarea cunoştinţelor; - evaluarea prin teste interactive cu itemi de tip grilă sau fill-in; - prezentarea unor informaţii din istoria matematicii: biografiile unor matematicieni, interviuri, citate, conferinţe audio-video etc.; - realizarea unor simulări: locuri geometrice, desfăşurări plane, rotaţiile unor corpuri geometrice, secţionări plane etc.; - concursuri de proiecte tematice. Programul MS Excel vine în sprijinul profesorului de matematică cu o serie de facilităţi şi opţiuni pentru: - crearea de grafice de funcţii; - realizarea de tabele pentru prelucrarea unor informaţii; - crearea de teste interactive; - realizarea de diagrame, organizatori grafici etc.; - crearea de simulări interactive. 1. Selectaţi o temă din programa şcolară şi proiectaţi un quiz cu ajutorul Aplicaţii și teme de plicaţiei PowerPoint, care să conţină elemente de interactivitate, imagini şi reflecție a sunet. 2. Folosind ca model jocul didactic „Roata norocului” (http://www.didactic.ro/materiale-didactice/roata-norocului) şi utilizând eventual template-ul acestuia, proiectaţi un soft educaţional la o altă unitate de învăţare. 193 / 331 BIBLIOGRAFIE ORIENTATIVĂ Modulul 3 - Resurse didactice digitale pentru dezvoltarea competenţelor cheie în şi prin matematica pentru elevi Surse web http://teach.fcps.net/trt2/links/powerpointgames.htm http://www.fgcu.edu/support/office2007/excel/index.asp http://www.e-learn.ro/tutoriale/ms-excel/19.htm http://www.wolfram.com/cdf-player/ http://demonstrations.wolfram.com/ http://excelhero.com/http://www.didactic.ro/formare-continua/cursuri-intuitext http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_educational_software#Mathematics http://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical_software http://www.euler-math-toolbox.de/ http://www.keele.org.uk/docs/atcbttyp.htm http://www.someschoolgames.com/OLDSITE_HTML/Games/ http://webspace.ship.edu/deensley/discretemath/flash/ http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_interactive_geometry_software http://db-maths.nuxit.net/CaRMetal/ http://geogebra.org/cms/ http://www.cabri.com/download-cabri-3d.html http://vihart.com/everything/ http://www.autograph-maths.com/videotutorials/index.html http://www.math4children.com/puzzles.html http://webspace.ship.edu/deensley/discretemath/flash/ http://www.aidemoi.net/exercice_de_mathematique.html http://www.supermathsworld.com/ http://www.mathematiquesfaciles.com/jeux/ http://www.learnalberta.ca/content/me5l/html/Math5.html http://dmentrard.free.fr/GEOGEBRA/index.htm http://math-pdr.com/ 194 / 331 Modulul 4 Matematica pentru examene şi formularea itemilor de evaluare 195 / 331 Evaluarea iniţială (predictivă) Evaluarea rezultatelor şcolare ale elevilor Evaluarea şcolară este o componentă principală a procesului de învăţământ. Este o activitate psihopedagogică de verificare, măsurare şi apreciere a rezultatelor şcolare ale elevilor obţinute într-un anumit interval de timp. Limitele evaluării de tip tradiţionalist au determinat cercetări în acest domeniu în scopul ameliorării în timp a sistemului evaluativ. De-a lungul timpului, conceptul de evaluare a suferit transformări, fiind adaptat Evoluţia evoilor sistemului de învăţământ din perioade diferite: conceptului de n evaluare • evaluarea „comparativă” a cărei funcţie principală era de a compara elevii şi de a-i clasifica, raportându-i pe unii la alţii; • evaluarea „prin obiective” sau evaluarea „criterială”, care are ca rol principal furnizarea de informaţii care vizează în ce măsură elevii au îndeplinit obiectivele comune pentru întreaga clasă (standarde unitare) şi care oferă soluţii de ameliorare a învăţării; • evaluarea „corectivă”, care oferă elevului informaţii suplimentare în funcţie de dificultăţile constatate, pentru a-i facilita învăţarea; • evaluarea „formativă”, este cea mai nouă accepţiune a evaluării. Pe baza unor repere explicite, elevul îşi asumă propria devenire, conştient de propriile dificultăţi şi lacune. Se acordă o mai mare pondere şi importanţă practicilor de reglare si ameliorare. După momentul în care se integrează, actul evaluativ în desfăşurarea procesului de predare-învățare- evaluare şi in funcție de scopul aplicării evaluării distingem trei strategii sau tipuri de evaluare. Strategii de • evaluarea iniţială sau predictivă; evaluare • evaluarea curentă/continuă sau formativă; • evaluarea finală sau sumativă. Evaluarea iniţială (predictivă) Acest tip de evaluare are un caracter diagnostic, indicând strategia de urmat în procesul de învăţare care urmează. Se realizează la începutul unui program de instruire. Caracteristicile • Scopul aplicării evaluării inițiale este stabilirea nivelului real de pregătire al evaluării iniţiale elevilor în mo mentul respectiv, a capacităţilor generale de învăţare, a abilităţilor necesare înţelegerii conţinuturilor programului de instruire ce urmează a fi parcurs. • Datele obţinute îi vor servi profesorului ca punct de reper în elaborarea proiectului său educaţional. • Evaluarea iniţială se realizează prin probe scrise şi examinări orale, acestea realizând un diagnostic al pregătirii elevilor, îndeplinind totodată şi o funcţie predictivă. • Constituie o condiţie hotărâtoare pentru proiectarea activităţii diferenţiate, având rolul de a identifica condiţiile în care fiecare elev poate să obţină 196 / 331 performanţe maximale în învăţare. Evaluarea iniţială e necesară la începutul unui program de instruire: Aplicarea evaluării iniţiale • la începutul unui ciclu curricular; • la începutul unui ciclu şcolar; • la începutul unui an şcolar sau semestru; • la începutul unei unităţi de învăţare. eprezintă pentru învăţător o necesitate, ştiut fiind faptul că orice nouă promoţie Evaluarea la R elevi reprezintă un tablou diferenţiat de debutanţi ca nivel de maturitate psiho- început de ciclu de ectivă şi comportamente specifice, în funcţie de caracteristicile mediului primar af anteşcolar. Deoarece învăţământul preşcolar este preferenţial, nivelul de dezvoltare şi achiziţiile şcolarilor din clasa pregătitoare este foarte diferit. Învăţătorul va putea acţiona în cunoştinţă de cauză, sprijinind pe fiecare copil potrivit caracteristicilor sale biopsihice în procesul de adaptare şi integrare şcolară. La intrarea în clasa pregătitoare, obiectivele evaluării inițiale la disciplina matematică privesc cunoaşterea capacităţilor generale de învăţare ale elevilor, dacă aceştia stăpânesc acele cunoştinţe şi abilităţi necesare înţelegerii conceptului de număr natural. Pentru formarea acestui concept J. Piaget consideră fundamentale operaţiile de clasificare şi seriere a mulţimilor de obiecte. Aceasta presupune: • formarea mulţimilor (grupelor) de obiecte după anumite criterii (culoare, formă, mărime, grosime); • stabilirea corespondenţelor dintre elementele a două mulţimi; • compararea mulţimilor de obiecte stabilind relaţii între acestea, utilizând expresiile: „tot atâtea elemente”, „mai multe elemente”, „mai puţine elemente”; • ordonarea elementelor unei colecţii după criterii stabilite (unul sau mai multe criterii): formă, mărime, grosime, culoare; • indicarea numărului de obiecte dintr-o mulţime dată (de la 1 la 10), raportând corect numărul la cantitate şi recunoaşterea cifrelor corespunzătoare acestora; este vizat atât aspectul cardinal al numărului, cât şi aspectul ordinal al acestuia. Pentru a opera cu mulţimi sunt necesare şi alte cunoştinţe la debutul şcolarităţii, şi anume: • recunoaşterea culorilor: verde, galben, albastru, roşu; • denumirea figurilor geometrice: pătrat, cerc, triunghi, dreptunghi; • elemente de orientare spaţială: sus, jos, dreapta, stânga, deasupra, dedesubt, aproape, departe; • stabilirea caracteristicilor unor obiecte: mare-mic, subţire-gros, lung-scurt, lat- îngust, mult-puţin. rezintă deosebită importanţă atât pentru profesorii care vor preda la ciclul Evaluarea la P imnazial, pentru proiectarea activităţii următoare, cât şi pentru învăţător, căruia i se început de ciclu g ertifică rezultatul efortului depus timp de cinci ani. Ştiut fiind că orice tip de gimnazial c achiziţie şcolară este condiţionată de fondul de cunoştinţe, deprinderi şi atitudini dobândite anterior, prin informarea profesorilor asupra nivelului achizițiilor fiecărui elev, activitatea didactică va fi proiectată astfel încât să fie orientată preponderent pe elev şi pe rezultatele învăţării. Competenţele de evaluat asociate testului de evaluare iniţială pentru clasa a V- 197 / 331 a pot fi: • C1. Identificarea, în contexte variate, a unor corespondenţe simple după reguli date • C2. Recunoaşterea unor figuri geometrice • C3. Utilizarea numerelor fracţionare pentru a exprima subdiviziuni ale întregului • C4. Aplicarea regulilor de calcul şi folosirea parantezelor în efectuarea operaţiilor cu numere naturale; • C5. Analizarea, pe baza unui plan simplu de idei, a demersului parcurs în rezolvarea unei ecuaţii sau a unei probleme; • C6. Interpretarea semnificaţiei operaţiilor aritmetice în rezolvarea unor situaţii problemă. De exemplu, la începutul ciclului gimnazial, conținuturile relevante pot fi: • scrierea în forme echivalente a numerelor naturale; • introducerea intuitivă (prin desene: decupare, haşurare, colorare) a noţiunii de fracţie; figuri geometrice; • exerciţii de calcul cu numere naturale, urmărind respectarea ordinii efectuării operaţiilor şi folosirea corectă a parantezelor; • operaţii cu numere naturale; • operaţii de adunare, scădere, înmulţire, împărţire care derivă din: „cu atât mai mult”, „cu atât mai puţin”, „de atâtea ori mai mult”, „de atâtea ori mai puţin”; • transpunerea unei situaţii problemă, în limbaj matematic; • stabilirea datelor, necunoscutelor şi a operaţiilor prin care se ajunge la rezolvarea unei probleme; • scheme simple pentru a figura pe scurt datele şi paşii de rezolvare a unei probleme. prezintă modalitatea prin care profesorul cunoaşte nivelul achiziţiilor elevilor în Evaluarea la Re început de ciclu urma parcurgerii ciclului gimnazial. Acest tip de evaluare îl va ajuta nu numai ntru proiectarea conţinuturilor învăţării pentru primul an al ciclului liceal, ci îl va liceal pe orienta la stabilirea direcţiilor şi modalităţilor adecvate de acţiune corectivă şi ameliorativă. Competenţele de evaluat asociate testului de evaluare iniţială pentru clasa a IX-a pot fi: • C1. Identificarea unor reguli de calcul numeric sau algebric pentru simplificarea unor calcule • C2. Aplicarea unor reguli de calcul cu numere reale pentru rezolvarea unor ecuaţii sau inecuaţii; aplicarea relaţiilor metrice într-un triunghi dreptunghic pentru determinarea unor elemente ale acestuia • C3. Alegerea metodei adecvate de rezolvare a problemelor în care intervin rapoarte, proporţii, dependenţe funcţionale, ecuaţii sau configuraţii geometrice • C4. Exprimarea caracteristicilor matematice ale numerelor reale, funcţiilor sau ale figurilor geometrice plane • C5. Studierea unor situaţii-problemă din punct de vedere cantitativ sau calitativ, utilizând proprietăţile algebrice şi de ordine ale mulţimii numerelor reale • C6. Analizarea şi interpretarea rezultatelor obţinute prin rezolvarea unor 198 / 331 probleme sau situaţii-problemă De exemplu, la începutul ciclului liceal, conținuturile relevante pot fi: • Mulţimea numerelor reale: ordinea efectuării operaţiilor; raţionalizare, rădăcina pătrată; rapoarte şi proporţii; procente, medii; • Calcul cu numere reprezentate prin litere; descompunerea în factori, operaţii cu numere reale reprezentate prin litere; +f f x ax b • Funcţii : , ()→=; reprezentare grafică; +=ax bx c0≠ 0+=ax b20+ a • Ecuaţii de tipul sau cu , inecuaţii şi sisteme de două ecuaţii cu două necunoscute; • Figuri geometrice plane (triunghi, patrulater convex, poligoane regulate, cerc). copul acestui tip de evaluare este de a cunoaşte stadiul iniţial de la care se pleacă în Evaluarea la S abordarea unei secvenţe de instruire (funcţia diagnostică), cu scopul proiectării începutul predării eficiente şi realiste a conţinuturilor noii unităţi de învăţare (funcţia prognostică). unei unităţi de ret, acest tip de evaluare îşi propune să evidenţieze dacă elevii si-au însuşit învăţare Conc anterior acele cunoştinţe, deprinderi şi atitudini care stau la baza programului de instruire corespunzător unităţii de învăţare vizate, în scopul stabilirii competenţelor specifice, care urmează a fi dezvoltate pe parcursul acesteia. În cazul predării concentrice a conţinuturilor, aşa cum este cazul învăţării matematicii, evaluarea predictivă la începutul unei unităţi de învăţare devine cu atât mai importantă cu cât învăţarea se realizează pe fundamentul achiziţiilor anterioare ale elevilor. Spre exemplu, obiectivele evaluării predictive la începutul unităţii de învăţare „Numerele naturale de la 0 la 1 000 000” (clasa a III-a) vizează măsura în care elevii stăpânesc cunoştinţe şi deprinderi legate de numerație pe care le-au studiat în clasele anterioare: - să formeze cu ajutorul numărătorii poziţionale numere din intervalul 0 – 1000; - să scrie şi să citească corect numere în intervalul 0 - 1 000; - să compare două numere mai mici sau egale cu 1 000; - să ordoneze crescător şi descrescător numere cuprinse în intervalul 0 – 1 000; - să compună şi să descompună numere formate din sute, zeci şi unităţi (scrierea zecimală a numerelor); Pentru o mai mare obiectivitate a testului predictiv, aplicat la începutul oricărei unităţi de învăţare se recomandă ca rezultatele elevilor să fie consemnate într-o matrice de evaluare. Aceasta va fi un instrument necesar cadrului didactic în facilitarea proiectării realiste a secvenţelor de învăţare, a utilizării judicioase a timpului de instruire, a activităţilor de remediere sau de dezvoltare aplicate diferenţiat, a strategiilor didactice şi mijloacelor de învăţământ utilizate. Exemple de matrice de evaluare: a) matricea item-elev (cel mai mult utilizată în practica şcolară): Numele Itemul Itemul Itemul Itemul Itemul TOTAL elevului 1 2 3 4 n REALIZAT 199 / 331 A A B M C G ..... ....... TOTAL REALIZAT b) matricea obiectiv-elev (primar): Numele Obiectivul Obiectivul Obiectivul Obiectivul TOTAL elevului 1 2 3 n REALIZAT (în procente) A A B M C G ..... ....... TOTAL REALIZAT (în procente) c) matricea competențe-elev (gimnaziu și liceu): Numele Competența Competența Competența Competența TOTAL elevului de evaluat de evaluat de evaluat de evaluat REALIZAT 1 2 3 n (în procente) A A B M C G ..... ....... TOTAL REALIZAT (în procente) Înregistrând rezultatele în matrice, cadrul didactic va avea o imagine mai clară a conţinuturilor pe care elevii nu le stăpânesc: care sunt erorile frecvente (greşeli tipice), căror conţinuturi le va fi acordat un timp mai îndelungat pentru a fi consolidate, care dintre elevi are nevoie de mai mult sprijin şi unde anume trebuie ajutat ş.a.), jalonându-i calea de urmat în abordarea predării-învăţării-evaluării noii unităţi de învăţare. 200 / 331 În concluzie, prin evaluarea aplicată la începutul unui program de instruire se obţin informaţii utile care permit judecăţi de valoare şi determină decizii de proiectare optimă a învăţării. Evaluarea iniţială constituie şi o bază de comparare pentru evaluările ulterioare, constituind un punct de referinţă de la care s-a pornit, astfel încât evoluţia elevului devine mai vizibilă. oncepeţi un test de evaluare predictivă la începutul unităţii de învăţare Aplicaţii și teme de 1. C Înmulţirea numerelor naturale în intervalul 0 – 1000” (clasa a III-a). reflecție „ 2. Realizaţi un eseu (de maximum o pagină) în care să arătaţi importanţa evaluării predictive. 201 / 331 Evaluarea curentă/continuă (formativă) Caracterul formativ al evaluării curente Evaluarea curentă este tipul de evaluare care se realizează pe tot parcursul unei unităţi de învățare, fiind frecventă, continuă şi urmărind în ce măsură obiectivele educaţionale propuse au fost realizate de către fiecare elev. Evaluarea curentă face parte integrantă din procesul educativ, erorile nefiind considerate nereuşite, ci momente în învăţare. De asemenea, permite să se determine dacă un elev a dobândit cunoştinţele, deprinderile şi atitudinile necesare pentru a aborda sarcina următoare, într-un ansamblu secvenţial. Raportându-se la posibilităţile fiecărui elev, evaluarea curentă este considerată o evaluare de progres. Constituie un mijloc eficient de asigurare a succesului şi de prevenire a eşecului şcolar. Este vorba despre un feedback continuu al activităţii de instruire, atât pentru elev, cât şi pentru profesor, şi îmbunătăţirea procesului de instruire pe tot parcursul derulării lui. Evaluarea formatoare este considerată forma desăvârşită a evaluării formative. Aceasta susţine ideea centrării demersului pedagogic pe reglarea asigurată de elevul însuşi, bazându-se pe autocunoaştere, pentru a-şi construi propriul parcurs de învăţare. copurile evaluării curente sunt: Scopul evaluării curente Din perspectiva profesorului, s • de a verifica dacă proiectarea programului de instruire a fost justă şi realistă, oferind posibilitatea optimizării procesului educativ în derularea, reglarea şi ameliorarea acestuia; • de a confirma atingerea obiectivelor propuse pentru o anumită unitate didactică; • de a furniza profesorului informaţii despre eficienţa strategiilor didactice utilizate în cadrul fiecărei secvenţe de instruire; • de a stabili nivelul la care a ajuns fiecare elev în procesul formării setului de competenţe implicat de obiective; • de a adapta stilul de predare personal pentru a fi corespunzător nevoilor fiecărui elev din clasă; • rolul evaluării curente nu este neapărat acela de notare a elevului, ci de a-l sprijini în învăţare, prin proiectarea şi aplicarea măsurilor ameliorative şi de dezvoltare personală. Din perspectiva elevului, scopurile evaluării curente sunt: • de a îndruma elevul în activitatea şcolară, prin verificarea periodică a calităţii achiziţiilor sale; • de a conştientiza existenţa propriilor lacune în învăţare, ceea ce îi va orienta în procesul de remediere şi dezvoltare ulterior; • de a ajuta elevul pentru a identificarea mijloacelor de a depăşi propriile dificultăţi. Astfel elevul devine „actor” al propriei formări. 202 / 331 Funcţiile evaluării curente • Funcţia formativă, evaluarea fiind indestructibil legată de activitatea de predare-învăţare. • Funcţia diagnostică se referă la faptul că evaluarea oferă informaţii cu privire la performanţele şi dificultăţile întâmpinate de elevi în învăţare, într-un anumit moment. • Funcţia ameliorativă, de reglare şi ajustare, având ca scop să adapteze activitatea didactică la ritmul de învăţare şi dezvoltare al fiecărui elev. aluarea curentă se desfășoară: Frecvenţa evaluării curente Ev • în cadrul fiecărei lecţii al cărei conţinut este foarte important pentru înţelegerea unității de învățare în curs, sau a celor ce urmează a fi studiate; • după un sistem de lecţii cu conţinut unitar bine structurat, reprezentativ pentru progresul în învăţare al elevilor. În ciclul primar, aprecierea rezultatelor obţinute de elevi în urma evaluării curente se realizează prin prisma atingerii obiectivelor concrete, operaţionale şi prin înregistrarea progreselor realizate pe parcursul programului de instruire. Deoarece obiectivele operaţionale, redefinite ca obiective de evaluare, constituie criterii la care se raportează evaluarea, putem spune că acest tip de evaluare este una criterială. Instrumentele de evaluare prin intermediul cărora se poate realiza evaluarea continuă sunt: fişele de lucru/evaluare, examinările orale, tema în clasă, tema pentru acasă, analiza produselor elevilor, jocul didactic, portofoliu, proiect, probă scrisă, probă practică, testul docimologic, activitate în cadrul grupului ş.a. Fişele de lucru Fişele de lucru constituie un instrument de evaluare curentă utilizat frecvent, care verifică în ce măsură obiectivele unei lecţii sau ale unui sistem de lecţii a fost îndeplinit de către fiecare elev. Pot fi aplicate în cadrul unei lecţii de predare-învăţare, în lecţiile de consolidare sau în cele de sistematizare şi recapitulare a cunoştinţelor. La conceperea unei fişe de lucru, cadrul didactic trebuie sa parcurgă Proiectarea unei fişe de rmătoarele etape: lucru u • să stabilească obiectivele concrete vizate, astfel încât să evalueze cu prioritate aspectele cele importante din cadrul lecţiei; • să formuleze itemii de evaluare, care ar trebui să fie cât mai variaţi (obiectivi, semiobiectivi, subiectivi de tip rezolvare de probleme); • să realizeze o corelare a timpului efectiv de lucru cu numărul şi complexitatea itemilor; • aspectul grafic să fie atractiv, problemele propuse să fie interesante; • dacă doreşte notarea elevilor, e necesar să formuleze criteriile calitative de evaluare, adică descriptorii de performanţă. 203 / 331 Utilizarea unui astfel de instrument de evaluare prezintă avantaje multiple: Avantajele utilizării fişelor de lucru ca instrumente de evaluare • permite evaluarea tuturor elevilor într-un timp relativ scurt, răspunzând cerinţelor de utilizare judicioasă a timpului în cadrul lecţiei; • verifică toţi elevii clasei, astfel încât cadrul didactic are o imagine de ansamblu asupra eficienţei activităţii sale; • permite remedierea imediată a erorilor, elevul având posibilitatea autoevaluării; • elevul cunoaşte criteriile de evaluare, astfel încât acesta are o imagine realistă a propriei învăţări, conştientizând nevoile imediate de dezvoltare şi de eliminare a lacunelor; • permite cadrului didactic să adopte rapid cele mai potrivite măsuri ameliorative, diferenţiate şi individualizate care corespund nevoilor fiecărui elev sub forma planului individualizat de învăţare. Planul individualizat de învăţare Noţiunea de evaluare curentă este strâns legată de noţiunea de învăţământ diferenţiat. Deoarece ritmul de învăţare nu este acelaşi pentru toţi elevii, e necesar ca învăţământul să se individualizeze. Dificultăţile nu sunt aceleaşi pentru toţi elevii, iar căile pentru depăşirea acestora sunt diferite. În acest context, elevul trebuie îndrumat în funcţie de ritmul propriu de învăţare, dar şi de stilul de învăţare caracteristic fiecăruia, acesta fiind dezideratul învăţării depline. Planul individualizat de învăţare este expresia activităţilor de ameliorare şi reglare a activităţii didactice și este aplicat cu scopul ca fiecare elev să obţină performanţe maxime, raportate la caracteristicile sale intelectuale, afective şi motivaţionale. Elevii fiind diferiţi, învăţarea trebuie adaptată la particularităţile individuale ale fiecăruia. Planul individualizat de • Pentru elevii cu ritm lent de învăţare, profesorul poate utiliza diferite învăţare, expresia tratării modalităţi pentru a-i ajuta să realizeze cu succes obiectivele diferenţiate a elevilor e ducaţionale specifice. Un instrument util în practica pedagogică îl reprezintă fişa individualizată de recuperare/ameliorare. • Pentru elevii cu ritm rapid de învăţare se utilizează fişa de dezvoltare/progres, prin intermediul căreia se urmăreşte ca aceștia să atingă performanţe maxime raportate la capacităţile lor. Astfel, cunoaşterea elevilor de către profesor, a modului lor concret de învăţare, a capacităţilor intelectuale, a trăsăturilor socio-afective, a motivaţiei care îi dinamizează reprezintă un element esenţial pentru individualizarea învăţării, pentru centrarea pe elev a activităţii didactice. Evaluarea orală Evaluarea orală constituie un alt instrument de evaluare frecvent întâlnit în practica şcolară. Reprezintă o formă particulară a conversaţiei, prin care se verifică gradul de însuşire a unor cunoştinţe, corectitudinea acestora, gradul de formare a deprinderilor, interpretarea datelor, aplicarea cunoştinţelor dobândite. Este folosită cu precădere ca verificare curentă şi parţială pe parcursul programului de instruire. 204 / 331 În evaluarea orală profesorul alternează întrebări de bază cu întrebări ajutătoare, acestea din urmă având rol de orientare a gândirii elevului. Prin intermediul verificării orale se pot verifica mai multe aspecte ale performanţelor şcolare: modul de exprimare al elevului, coerenţa ideilor, corectitudinea exprimării, dicţia, spontaneitatea, fluiditatea exprimării, vocabularul, emotivitatea. Soluţii pentru • Niciunul dintre elevii clasei nu trebuie să rămână în afara câmpului de eficientizarea evaluărilor observaţie şi intervenţie didactică a profesorului. De aceea, în scopul orale e vitării pasivităţii unor elevi în timpul chestionării orale a colegilor lor, aceştia vor fi solicitaţi să participe activ prin completări, idei proprii, aprecieri, soluţii ingenioase ş.a. În acest mod toţi elevii conştientizează calitatea şi cantitatea propriilor achiziţii şi existenţa lacunelor în învăţare, ceea ce îi va orienta în procesul de remediere şi dezvoltare ulterior. • Întrebările utilizate în cadrul chestionării orale a elevilor vor fi şi dintre cele care solicită un efort de memorie, dar este de dorit să predomine întrebările care presupun implicarea gândirii: gruparea şi esenţializarea informaţiilor, efectuarea unor analize, comparaţii, clasificări, argumentări, motivări. • Momentele de verificare trebuie percepute de elevi ca demersuri fireşti ale procesului de predare-învăţare-evaluare, în acest mod eliminându-se starea de tensiune generată de alte modalităţi de evaluare. xistă rigori legate de forma în care sunt formulate întrebările: Sfaturi pentru formularea E întrebărilor • orice întrebare trebuie să fie formulată clar, precis, concis şi coerent; • întrebările se formulează pe rând, niciodată două (sau mai multe) în acelaşi timp; • întrebările sunt adresate întregii clase, nu numai unui singur elev; • întrebările închise alternează cu întrebările deschise; • încurajaţi elevii să-şi adreseze întrebări unii altora; • adecvaţi gradul de dificultate al întrebărilor la posibilităţile intelectuale şi la ritmul fiecărui elev. În concluzie, evaluarea curentă reprezintă succesiunea de intervenţii periodice care verifică eficacitatea metodelor de predare-învățare-evaluare, îi informează pe elevi în legătură cu progresele realizate, reglează activitatea de învăţare. Ea conduce la individualizarea procesului didactic, la centrarea acestuia pe elev, fiind orientată pe ajutorul pedagogic imediat. truiţi o fişă de evaluare aplicată în cadrul unităţii de învăţare Aplicaţii și teme de reflecție 1. Cons „Numerele naturale de la 0 la 1 000 000” (clasa a III-a). Fişa să cuprindă itemii de evaluare curentă şi baremul de corectare şi notare. 2. Formulaţi trei competențe de evaluat pentru o evaluare curentă în cadrul unităţii de învăţare „Funcții”, clasa a VIII-a. 205 / 331 Evaluarea finală (sumativă) Evaluarea finală – repere generale Evaluarea finală sau sumativă este acea strategie de evaluare care se realizează la finalul unei etape de instruire (unitate de învăţare, semestru, an şcolar, ciclu şcolar sau curricular). Prin intermediul evaluării finale se urmăreşte o comparare a rezultatelor elevilor la sfârşitul unui program de instruire cu cele înregistrate la începutul perioadei de instruire, cu scopul de a se reliefa progresele în învăţare ale fiecărui elev, în cadrul programului parcurs. Funcţiile evaluării finale • Funcţia constatativă reliefează în ce măsură activitatea instructiv- educativă desfăşurată a fost eficientă, dacă elevii au dobândit cunoştinţele, deprinderile şi atitudinile proiectate la începutul unui parcurs de instruire şi care au fost exersate în timpul desfăşurării acestuia. • Funcţia de selecţie face ca evaluarea să selecteze, să clasifice şi să ierarhizeze elevii în funcţie de performanţele şcolare înregistrate. • Funcţia certificativă este legată de faptul că prin intermediul evaluării sumative (interne sau externe) se certifică faptul că elevii au dobândit competenţele vizate de documentele şcolare. Deoarece acest tip de evaluare se efectuează la sfârşitul unor perioade de instruire deja încheiate, nu oferă elevilor posibilitatea de remediere a eventualelor lacune în învăţare. Este utilă pentru profesor, care poate trage concluzii referitoare la îmbunătăţirea activităţii sale în perspectivă. Tipuri de evaluare finala 1. Evaluarea realizată la sfârşitul unui capitol sau unitate de învăţare, caz în care evaluarea, pe lângă caracterul cumulativ, are şi un profund caracter formativ; 2. Evaluarea finală sau de bilanţ, realizată la sfârşitul unui an şcolar, ciclu curricular sau la finalul unui ciclu şcolar. În aceste cazuri, rolul evaluării este acela de a realiza un sondaj în scopul constatării nivelul pregătirii elevilor; 3. Evaluarea externă este tot o evaluare de bilanţ. Ceea ce o caracterizează este faptul că se aplică la nivel centralizat, prin Consiliul Naţional de Evaluare şi Examinare. În această categorie intră evaluările naționale pentru elevii claselor a II-a, a IV-a şi a VI-a, precum şi examenele de la finalul claselor a VIII-a şi a XII-a. Evaluarea externă, prin Evaluarea Națională pentru absolvenții clasei a VIII-a, permite și o ierarhizare a elevilor la nivel naţional. În prezent, se dorește o abordare modernă a evaluării finale, astfel încât să Soluţii pentru optimizarea evaluării finale se elimine disconfortul psihic creat elevilor, evaluarea devenind, prin urmare, mai justă şi mai echitabilă: • asigurarea transparenţei evaluării, prin cunoaşterea de către elevi a aşteptărilor cadrului didactic și a competențelor de evaluat urmărite 206 / 331 prin intermediul evaluării finale; • Implicarea elevilor în proiectarea evaluării, concretizată în stabilirea de comun acord a conţinuturilor și a competențelor de evaluat, deduse din competențele specifice din programa școlară, pe care se fundamentează evaluarea; • Cunoaşterea criteriilor de evaluare de către elevi. Este important ca unele dintre aceste criterii să fie stabilite de către profesor împreună cu elevii; • Motivarea calificativului/notei de către profesor, pentru ca nota să aibă aceeaşi semnificaţie şi pentru profesor, şi pentru elev. Profesorul modern este profesorul care manifestă deschidere, care acceptă negocierea, confruntarea şi are convingerea că evaluarea trebuie să fie în beneficiul învăţării realizată de elev. Evaluarea aplicată la sfârşitul unei unităţi de învăţare Dubla perspectivă a acestui • Are caracter sumativ, de constatare a nivelului achiziţiilor elevilor în tip de evaluare urma parcurgerii u nităţii de învăţare respective. • Are caracter formativ, deoarece informaţiile obţinute în urma prelucrării rezultatelor evaluării sunt utilizate pentru aplicarea de măsuri ameliorative imediate, întreprinse de cadrul didactic pentru remedierea carenţelor înregistrate. Etapele de realizare a 1. Stabilirea obiectivelor de evaluare, exprimate în termeni comportamentali, care derivă din obiectivele cadru şi de referinţă ale evaluării la sfârşitul isciplinei matematică. unităţii de învăţare (pentru d dentificarea unităţilor de conţinut reprezentative, în corespondenţă cu primar) 2. I obiectivele stabilite. 3. Elaborarea descriptorilor de performanţă, corespunzători fiecărui obiectiv şi exprimaţi în termeni calitativi. 4. Construirea itemilor de evaluare. 5. Construirea testului de evaluare. 6. Redactarea grilei/baremului de corectare şi apreciere. 7. Aplicarea probei de evaluare. 8. Înregistrarea şi prelucrarea datelor realizată cu ajutorul matricei de evaluare (matricea item-elev sau obiectiv-elev). 9. Stabilirea activităţilor ameliorative, construirea diferitelor instrumente (vizează abordarea diferenţiată a elevilor, compunerea / selectarea unor exerciţii pentru activitatea pe grupe sau individuală). 207 / 331 dentificarea unităţilor de conţinut reprezentative. Etapele de realizare a 1. I 2. Stabilirea competențelor de evaluat (exprimate în termeni evaluării la sfârşitul omportamentali) care sunt deduse din competențele specifice asociate unităţii de învăţare (pentru c tăților de conținut. gimnaziu și liceu) uni 3. Elaborarea matricei de specificații corespunzătoare unităților de conținut alese și competențelor de evaluat asociate. 4. Construirea itemilor de evaluare. 5. Construirea testului de evaluare. 6. Redactarea grilei/baremului de corectare şi apreciere. 7. Aplicarea probei de evaluare. 8. Înregistrarea şi prelucrarea datelor realizată cu ajutorul matricei de evaluare (matricea item-elev sau competență-elev). 9. Stabilirea activităţilor ameliorative, construirea diferitelor instrumente (vizează abordarea diferenţiată a elevilor, compunerea / selectarea unor exerciţii pentru activitatea pe grupe sau individuală). Evaluarea de bilanţ aplicată la sfârşitul unui an şcolar Acest tip de evaluare finală nu poate influenţa cu nimic nici rezultatele învăţării elevilor, nici procesul educațional deja parcurs, dar oferă cadrului didactic soluţii de îmbunătăţire în perspectivă a activităţii sale cu elevii. Particularităţile acestui tip • Relevă performanţele elevilor (cunoştinţe, deprinderi, atitudini) la de evaluare f inalizarea unei perioade mai îndelungate de instruire (un an şcolar), având un pronunţat caracter certificativ. • Evaluarea finală aplicată la sfârşitul anului şcolar are şi un caracter normativ, deoarece poate realiza o clasificare şi/sau o ierarhizare a elevilor. • În acelaşi timp este şi o evaluare criterială, prin aceea că stabileşte gradul în care au fost atinse obiectivele (primar) sau competenţele specific (gimnaziu/liceu) prevăzute de programele şcolare. • Fiind o evaluare globală, ea ar trebuie să vizeze cele mai reprezentative conţinuturi și competențe specific asociate, parcurse în anul şcolar respectiv, care au implicaţii în anii şcolari următori. Realizarea evaluării finale, aplicată la sfârşitul unui an şcolar sau la finalul Etapele realizării evaluării unui semestru (teza) urmărește aceleași etape de realizare a evaluării finale la finalul anului şcolar sau la sfârșitul unității de învățare. la finalul unui semestru de (teza) Lucrările scrise semestriale sunt reglementate prin acte normative elaborate de Ministerul Educaţiei Naționale (care sunt obiectele de studiu şi perioada desfăşurării examinării). Ele sunt precedate, de regulă, de lecţii speciale de recapitulare şi sistematizare a cunoştinţelor. Evaluarea de bilanţ aplicată la finalul unui ciclu şcolar Evaluarea aplicată la finalul ciclului primar are drept criterii obligatorii standardele de performanţă prevăzute de curriculum-ul şcolar. Atingerea standardelor de performanță de către elevi asigură integrarea acestora cu succes în învăţământul gimnazial. De asemenea, evaluarea aplicată la finalul unui ciclu școlar poate oferi informaţii relevante pentru noi 208 / 331 reglementări în documentele curriculare. Standarde curriculare de • Scrierea, citirea, compararea şi ordonarea numerelor naturale mai mici performanţă pentru decât 1 000 000. obiectul matematică, la Folosirea corectă a terminologiei matematice învăţate în contexte finalul ciclului primar • variate. • Utilizarea fracţiilor pentru a exprima subdiviziuni ale întregului. • Efectuarea de operaţii de adunare şi scădere cu numere mai mici sau egale cu 1 000 000. • Efectuarea de operaţii de înmulţire şi împărţire cu numere naturale mai mici sau egale cu 1 000, folosind operaţiile aritmetice învăţate. • Recunoaşterea, reprezentarea şi clasificarea după proprietăţi simple a unor forme plane şi spaţiale. • Utilizarea de reguli şi corespondenţe pentru formarea de şiruri. • Realizarea de estimări în situaţii practice. • Utilizarea unor raţionamente aritmetice în rezolvarea unor situaţii- problemă. • Compunerea şi rezolvarea de probleme care presupun efectuarea a cel mult trei operaţii. • Utilizarea unităţilor de măsură neconvenţionale şi convenţionale în contexte variate. • Utilizarea instrumentelor de măsură pentru măsurarea şi compararea timpului, a masei, lungimii şi capacităţii unor obiecte. • Utilizarea unor modalităţi simple de organizare şi clasificare a datelor. • Exprimarea orală şi scrisă, într-o manieră concisă şi clară, a modului de lucru în rezolvarea de exerciţii şi probleme. (Programa şcolară pentru clasa a IV-a, matematică, aprobată prin O.M. nr 3919/20.04.2005) Evaluarea la examene şi evaluări naţionale Funcţia dominantă a evaluărilor de acest tip este funcţia certificativă: de constatare şi diagnosticare a unor achiziţii. Examenele şi evaluările naţionale constituie elemente ale evaluării externe. Tipuri de evaluare externă • Examenul este o modalitate de evaluare care se constituie ca o etapă finală a unui program îndelungat de instruire. El presupune măsurarea şi aprecierea competenţelor formate/dezvoltate la elevi până la un moment dat (de exemplu examenul de bacalaureat). Teoretic, examenul poate fi promovat de către toţi candidaţii care au frecventat ciclul şcolar respectiv, însă în realitate există şi insuccese. • Concursul presupune concurenţă între elevi, având un caracter pronunţat selectiv. El joacă un rol prognostic privind traseul şcolar ulterior al candidatului (de exemplu Evaluarea Naţională, la finalul gimnaziului). Examenele constituie obiectul de preocupări al docimologiei, ştiinţa examinării şi a notării. Aceasta urmăreşte să prevină şi să combată 209 / 331 subiectivismul examinatorilor, variabilitatea notării, factorii subiectivi ai notării. Toţi factorii ce pot contribui la o apreciere cât mai obiectivă a nivelului de cunoştinţe şi a deprinderilor asociate acestora, în diferite contexte şi cu scopuri diferite, reprezintă obiect de studiu pentru docimologie. truiţi itemi pentru o fişă de evaluare finală aplicată la sfârşitul Aplicaţii și teme de reflecție 1. Cons clasei a IV-a, urmărind standardele curriculare de performanţă pentru învăţământul primar. 2. Creaţi un eseu de 1 – 2 pagini în care să prezentaţi importanţa evaluării finale la sfârşitul unui ciclu curricular. 210 / 331 Evaluarea în manieră interdisciplinară Complementaritatea procesului de predare – învăţare - evaluare cu caracter interdisciplinar În viaţa cotidiană nu utilizăm cunoştinţele disparate din diferite discipline de învăţământ, ci problemele zilnice sunt rezolvate prin activităţi care implică cunoştinţe şi deprinderi din domenii diferite ale cunoaşterii. Interdisciplinaritatea reprezintă modalitatea de abordare a predării, a învăţării și a evaluării care implică un anumit grad de integrare între conţinuturile și competențele specifice unei arii lărgite de discipline şcolare. Evaluarea devine o modalitate de a sprijini procesul de predare - învăţare, prin întărirea aspectelor pozitive şi îndreptarea rapidă şi eficientă a erorilor şi lacunelor în învăţare. Obiectivele specifice evaluării se combină cu obiective specifice predării şi învăţării, evaluarea se întrepătrunde cu învăţarea. În acest mod se conturează noţiunea de evaluare autentică, care se caracterizează prin integrarea evaluării în curriculum. Abordarea interdisciplinară constă în selectarea din ansamblul conţinuturilor și competențelor specifice asociate unei discipline pe acelea care interferează, care pot fi asociate, în funcţie de relevanţa lor pentru cunoaşterea integrală, holistică, cu scopul unei mai bune înţelegeri a mecanismelor lumii înconjurătoare, a interdependenţei dintre diferite domenii ale cunoaşterii. Predarea integrată se dovedeşte a fi o soluţie pentru o mai bună corelare a ştiinţei cu societatea, cultura şi tehnologia. Pentru evaluarea competenţelor-cheie (menționate în cadrul documentului oficial al Parlamentului și Consiliului Europei) pe care le formează procesul de învăţământ se impune cu necesitate perspectiva transversală a acestui proces. ptitudinile generale pe care şcoala le formează în rândul elevilor, prin Competenţele-cheie pe care A ntermediul învăţării formale, informale şi nonformale sunt: le formează şcoala i • comunicarea în limba maternă; • comunicarea în limbi străine; • competenţa matematică şi competenţe de bază privind ştiinţa şi tehnologia; • competenţa digitală; • capacitatea de a învăţa; • competenţe sociale şi civice; • simţul iniţiativei şi al antreprenoriatului; • conştiinţa şi expresia culturală. Formate din perspectivă holistică, aceste competenţe vor fi mai bine structurate, mai temeinic fixate, se vor întrepătrunde, răspunzând astfel exigenţelor idealului educaţional impus de epoca actuală. În funcţie de nivelul integrării există modalităţi diferite de predare-învăţare şi evaluare a conţinuturilor. 211 / 331  Pluridisciplinaritatea, prin abordarea tematică Soluţii metodologice pentru Interdisciplinaritatea, prin abordarea integrată abordarea interdisciplinară   Transdisciplinaritatea sau abordarea cross-curriculară Realizarea conexiunilor între disciplinele şcolare este benefică pentru elev deoarece favorizează transferul de cunoştinţe şi rezolvarea de probleme. Primii paşi în abordarea interdisciplinară a procesului de învăţământ îi Premisele abordării prezintă: interdisciplinare re • stabilirea competenţelor ce urmează a fi formate; • proiectarea activităţii didactice din perspectiva conexiunilor posibile între diferite domenii ale cunoaşterii; • regândirea conţinuturilor, reorganizarea acestora; • utilizarea unor strategii adecvate de predare-învăţare în strânsă interdependenţă cu evaluarea (evaluarea autentică), constând în formularea la clasă a unor sarcini de învăţare care solicită cunoştinţe aparţinând unor discipline diferite. Evaluarea în manieră interdisciplinară a conţinuturilor care includ şi cunoştinţe din sfera matematicii se poate realiza cu succes prin intermediul unor metode adecvate de predare-învăţare-evaluare. Metodele alternative (proiectul, portofoliul, investigaţia) sunt în acelaşi timp metode de predare-învăţare, dar şi metode de evaluare. De asemenea, metodele clasice de evaluare îşi dovedesc eficacitatea dacă sunt adaptate să răspundă dezideratului interdisciplinarităţii. eşi este considerată una dintre metodele clasice de evaluare, proba scrisă Proba scrisă D îşi dovedeşte eficienţa în ceea ce priveşte evaluarea în manieră interdisciplinară: • proba scrisă, care vizează integrarea cunoştinţelor şi a deprinderilor formate/dezvoltate într-o lecție, poate fi aplicată la finalul orei de curs. Prin intermediul acesteia se verifică conţinuturile mai importante parcurse în lecția respectivă; • de asemenea, poate fi aplicată după unităţi mai mari de conţinut (sistem de lecţii, subcapitol, capitol). Proba scrisă va fi urmată imediat de discutarea acesteia și de stabilirea unor măsuri ameliorative; • prezintă avantajul că permite simultan examinarea elevilor unei clase. Examinarea orală • Realizată sub forma unei conversaţii de tip euristic, examinarea orală devine eficientă deoarece profesorul are posibilitatea de a conduce dialogul astfel încât, în răspunsurile sale, elevul să facă apel la cunoştinţe şi deprinderi specifice mai multor discipline • Elevul are posibilitatea să participe la confruntarea unor idei şi opinii, făcând apel la experienţa sa din diferite domenii. 212 / 331 Proiectul • Proiectul, realizat de elevi individual sau în grup, a cărui temă impune utilizarea informaţiilor din cât mai multe domenii (știinţific, artistic, tehnologic), este o formă de evaluare puternic motivantă pentru elevi, deşi implică un volum de muncă şi un efort sporit • Este o metodă complexă, care urmăreşte în aceeaşi măsură atât învăţarea, cât şi evaluarea elevilor, şi care necesită o perioadă mai mare de timp (una sau mai multe săptămâni) promovând dezvoltarea globală a personalităţii, prin valorificarea achiziţiilor din diferite discipline de studiu • Învăţarea reciprocă ce apare între membrii grupului de lucru responsabil de realizarea proiectului este un tip de învăţare eficient • Modalitatea de abordare interdisciplinară creează un context al învăţării atractiv, plăcut şi stimulativ, care valorifică experienţele elevului Portofoliul • Portofoliul este un instrument de evaluare complex, cu elemente din mai multe domenii de activitate, care pot fi evaluate separat sau holistic • Prin integrarea cunoştinţelor, a deprinderilor şi prin exersarea aptitudinilor şi talentelor în diferite domenii, portofoliul promovează dezvoltarea globală a personalităţii, prin valorificarea achiziţiilor la diferite discipline de studiu • Este o metodă de evaluare interactivă, încurajează autoevaluarea, solicită elevii în înţelegerea evaluării. Testele TIMSS reprezintă, ca şi testele PISA, o modalitate de evaluare la nivel internaţional. Rezultatele înregistrate vor fi de un real folos în dezvoltarea sistemelor de învăţământ din diferite ţări, în sensul unei mai realiste ancorări a educaţiei formale la necesităţile societăţii moderne. endinţe în Testele TIMSS TIMSS - The Trends in International Mathematics and Sience (T Studiul Internaţional al Matematicii şi Ştiinţelor) furnizează date fiabile și în timp util cu privire la evaluarea interdisciplinară a cunoştinţelor de matematică și științe. Aceste teste se adresează elevilor din clasele a IV-a şi a VIII-a din peste 60 de țări. Testele TIMSS au fost aplicate şi datele au fost colectate şi făcute publice în anii 1995, 1999, 2003, 2007 și 2011. Următoarea testare şi, implicit, colectarea şi publicarea rezultatelor înregistrate se va desfăşura în anul 2015. Caracteristica acestor teste este aceea că transcend barierele disciplinei matematică, aceasta fiind aplicată pentru a rezolva probleme concrete, în cadrul cărora sunt valorificate cunoştinţele elevilor la disciplinele fizică, geografie, biologie, chimie. Testele PISA PISA – Programme for International Student Assessment este un studiu internațional, care a fost lansat de către OCDE în anul 1997. Participă elevi în vârstă de 15-16 ani şi evaluarea se desfășoară la fiecare trei ani în peste 65 de țări. 213 / 331 Testele sunt interdisciplinare, itemii combinând conţinuturi din disciplina ca: matematică, științe, limbă şi comunicare. În concluzie, abordarea interdisciplinară nu elimină organizarea curriculum-ului pe discipline, ci este un demers complementar care reprezintă o modalitate eficientă pentru modernizarea finalităţilor şi conţinuturilor educaţiei. Evaluarea în manieră interdisciplinară reprezintă un corolar al predării-învăţării integrate a conţinuturilor. ormulaţi cerinţele realizării unui proiect de către elevii Aplicaţii și teme de reflecție 1. F dumneavoastră, care să integreze cunoştinţe şi deprinderi din matematică şi alte două discipline şcolare, la alegere. Specificaţi: tema proiectului, scopul/obiectivele, timpul de realizare, modul de organizate al elevilor, modalitatea de evaluare. 2. Concepeţi itemii unui test de evaluare interdisciplinar prin care să verificaţi înmulţirea şi împărţirea numerelor naturale în intervalul 0 – 100. 214 / 331 BIBLIOGRAFIE ORIENTATIVĂ Modulul 4 - Matematica pentru examene şi formularea itemilor de evaluare • BOCOŞ, Muşata, JUCAN, Dana, Teoria şi metodologia evaluării, Editura Paralela 45, 2008 • CREȚU ELVIRA, Psihopedagogia şcolară pentru învăţământul primar, Editura Aramis, 1999 • IUCU, B. Romiţă, MANOLESCU, Marin, Pedagogie, Editura Fundaţiei Culturale Dimitrie Bolintineanu, 2001 • MANOLESCU, Marin, Evaluarea şcolară – un contract pedagogic, Editura Fundaţiei Culturale Dimitrie Bolintineanu, 2002 • MANOLESCU, Marin, Teoria şi metodologia evaluării, Editura Universitară, 2010 • MANOLESCU, Marin.(coordonator), Evaluare în învăţământul primar. Aplicaţii – matematică, Editura Fundaţiei Culturale Dimitrie Bolintineanu, 2002 • MEYER, Genevieve, De ce şi cum evaluăm, Editura Polirom, 2000 • POSTELNICU, CONSTANTIN, Fundamente ale didacticii şcolare, Editura Aramis, 2000 • Serviciul Naţional de Evaluare şi Examinare, Centrul Naţional PISA 2005-2006, OECD/ PISA, Programul internaţional OECD pentru evaluarea elevilor, Raportul Naţional al administrării programului: 2005-2006, Bucureşti, 2006 • SINGER Mihaela, VOICA C., NEAGU Mihaela ş.a., Ghid metodologic pentru aplicarea programelor de matematică, primar – gimnaziu, Ed. Aramis Print, Bucureşti, 2001 • STREINU-CERCEL Gabriela, BANU Florica, ALEXANDRESCU C., CHIRILĂ-IRIMIA V.L., CRISTESCU B., NĂSTRUŢ D.D., SÎRGHIE Daniela, Ghid de evaluare – disciplina matematică, Ed. ERC PRESS, Bucureşti, 2011 Surse web www.pisa.oecd.org http://www.edu.ro/index.php/articles/c882/ www.edu.ro http://subiecte2012.edu.ro/2012/testeinitiale/gimnazial http://subiecte2013.edu.ro/2013/evaluarenationala/modeledesubiecte/ http://subiecte2012.edu.ro/2012/testeinitiale/gimnazial http://subiecte2013.edu.ro/2013/bacalaureat/modeledesubiecte/ 215 / 331 Modulul 5 Stimularea creativității elevilor prin strategii de rezolvare de probleme 216 / 331 Probleme cu caracter practic-aplicativ la ciclul primar Rezolvarea problemelor, o activitate în slujba dezvoltării creativităţii Obiectivul principal al studierii matematicii la clasele primare îl reprezintă stăpânirea conceptelor matematice, a deprinderilor specifice, a capacităţii de a folosi conţinutul noţiunilor şi limbajul matematic în activităţile cotidiene. Rezolvarea problemelor aritmetice reprezintă partea practic- aplicativă a matematicii, ea vizează o situaţie de viaţă pentru a cărei rezolvare este nevoie ca elevul să facă un efort susţinut de gândire şi calcul. Rezolvarea unei probleme aritmetice presupune, pentru elev, o activitate de descoperire. Efortul intelectual pe care elevii îl depun în activitatea de rezolvare a problemelor are drept efect dezvoltarea intelectuală, formarea trăsăturilor de personalitate şi este un demers sigur în sprijinul creativităţii. Modul în care un elev rezolvă o problemă ne ajută să apreciem capacitatea, flexibilitatea sau rigiditatea, originalitatea, independenţa şi caracterul critic al gândirii. Cultivarea creativităţii nu se poate realiza decât pe fundamentul unor cunoştinţe bogate şi temeinice. În perioada actuală, se impune o complementaritate a activităţilor de învăţare reproductivă şi euristică cu mutarea accentului pe cele de învăţare euristică, pentru asimilarea cu succes a matematicii de către toţi elevii. Dovedesc faptul că manifestă o gândire creatoare elevii care sunt capabili ca Manifestarea creativităţii n procesul de rezolvare a problemelor să îndeplinească cu relativă uşurinţă în activitatea de rezolvare î rmătoarele activităţi: a problemelor aritmetice u • combină mai multe metode cunoscute pentru aflarea răspunsului problemei; • restructurează cu uşurinţă vechile conexiuni mentale pentru a le lega de cerinţele noii situaţii întâlnite în problemă; • manifestă independenţă şi productivitate în activitatea de rezolvare a problemelor; • ajung mai repede la soluţii, au idei noi pentru rezolvarea unei probleme; • găsesc mai multe procedee de rezolvare pentru aceeaşi problemă; • compun cu uşurinţă probleme respectând anumite cerinţe date, dovedind stăpânirea vocabularului matematic. Activitatea de rezolvare şi compunere a problemelor constituie domeniul cel mai favorabil din cadrul disciplinei matematică pentru cultivarea şi educarea creativităţii şi a inventivităţii. Diferenţa dintre a învăţa algoritmul de rezolvare a unei probleme şi a fi capabil să rezolvi orice problemă indică potenţialul creator al elevului. Compunerea de probleme reprezintă manifestarea supremă a creativităţii elevului în domeniul matematicii. Activitatea de rezolvare a oricărei probleme presupune mai multe etape Etapele rezolvării unei probleme necesare: • cunoaşterea problemei (lectura sau audierea, scrierea datelor problemei) • înţelegerea enunţului problemei; • analiza datelor şi redactarea planului logic; • identificarea şi efectuarea calculelor necesare, conform planului stabilit anterior; 217 / 331 • activităţi suplimentare: verificarea rezultatului problemei, scrierea rezolvării sub forma unei singure expresii, rezolvarea problemei în mai multe moduri, identificarea celei mai economicoase căi de rezolvare, compunere de probleme asemănătoare, complicarea problemei ş.a. Rezolvarea problemelor • Activitatea de rezolvare a problemelor începe din clasa pregătitoare cu aritmetice la ciclul primar probleme simple d e adunare şi scădere în limitele numerice învăţate. Rezolvarea acestora reprezintă, în esenţă, soluţionarea unor situaţii problematice reale, pe care elevii le pot întâlni în viaţa cotidiană. Deoarece, la această vârstă predomină caracterul concret-intuitiv al gândirii, primele probleme sunt prezentate într-un mod concret, prin „punerea în scenă” a acţiunilor şi prin ilustrarea cu ajutorul materialului didactic sau a altor mijloace intuitive. • Pasul următor îl reprezintă activitatea de compunere a problemelor simple, mai întâi după modelul celor rezolvate, apoi probleme compuse după desen, cu valori numerice date, cu temă dată, realizându-se astfel un început de mobilitate (flexibilitate) a gândirii copilului de 6-7 ani. • Treptat, se trece de la rezolvarea problemelor simple, de adunare sau scădere, la rezolvarea problemelor compuse. La început este recomandat a se rezolva probleme compuse alcătuite din succesiunea a două probleme simple. • În etapa următoare elevii vor fi solicitaţi să rezolve probleme compuse, unele dintre acestea rezolvate prin mai multe procedee, activitate care contribuie în mod substanţial la dezvoltarea gândirii creatoare. Pentru formarea gândirii creatoare, abordarea rezolvării problemelor prin cât mai multe procedee reprezintă o activitate de bază. Flexibilitatea şi fluiditatea gândirii pot fi mobilizate la şcolarul mic prin „punerea în scenă” a acţiunilor concrete pentru a găsi soluţii multiple de rezolvare. Exemple de sarcini • Rezolvarea sub formă schematizată a problemelor are reale valenţe didactice care stimulează formative, contribuind la constituirea unor structuri mentale divergente creativitatea ş i, treptat, la formarea capacităţii de abstractizare şi generalizare. Exemplu: Într-o cofetărie s-au preparat 45 de savarine şi 38 de amandine. Până la prânz s-au vândut 22 savarine şi 29 amandine. Câte prăjituri au mai rămas? Cele două procedee de rezolvare pot fi reprezentate schematic astfel: a) 218 / 331 b) • Deosebit de incitante pentru elevi sunt cerinţele de tipul „Rezolvă problema cu ajutorul unui desen”. Exemplu: În luna februarie, oaia Dolly a consumat 155 kilograme de fân, în luna martie cu 15 kg mai mult, iar în luna aprilie cu 12 kg mai puţin decât în luna martie. Ce cantitate de fân a consumat Dolly în luna aprilie? Rezolvare: Un alt mod de rezolvare atractiv pentru elevi este acela sub forma unui tabel. Construim următorul tabel care rezolvă problema anterioară: Februarie Martie Aprilie 155 kg 155 kg + 15 kg 155 kg + 15 kg – 12 kg 155 kg 170 kg 158 kg • Problemele care presupun combinarea a două metode tipice pentru rezolvare reprezintă o modalitate eficientă de stimulare a gândirii creatoare. În general, aceste probleme se adresează elevilor cu înclinaţii către matematică, având un grad de dificultate ridicat. De exemplu, pentru rezolvarea problemei următoare este necesară combinarea metodei falsei ipoteze cu metoda grafică: Un fermier creşte găini, gâşte, iepuri, oi şi capre. Acestea numără în total 87 de capete şi 276 picioare. Numărul găinilor reprezintă triplul numărului gâştelor, iepurii sunt cu 15 mai puţini decât oile, numărul iepurilor reprezentând jumătate din numărul caprelor. Aflaţi câte animale de fiecare fel are fermierul. • Temele pentru acasă vor fi mai atractive şi vor stimula creativitatea elevilor dacă, pe lângă activitatea propriu-zisă de rezolvare a problemelor, elevii vor avea si alte cerinţe suplimentare. 219 / 331 Exemplu: La o festivitate fetele s-au aşezat pe 3 rânduri, câte 25 pe fiecare rând, iar băieţii pe 3 rânduri, câte 35 pe fiecare rând. 1 din numărul copiilor flutură 5 steguleţe. Câţi copii nu au steguleţe? Cerinţe: 1. Rezolvaţi problema în cel puţin două moduri; 2. Rezolvaţi problema sub forma unei scheme; 3. Scrieţi de fiecare dată rezolvarea sub forma unui singur exerciţiu; 4. Verificaţi, prin calcul, soluţia găsită; 5. Compuneţi altă problemă menţinând neschimbate valorile numerice; 6.Găsiţi alte valori numerice care să le poată înlocui pe cele din problemă; 7. Compuneţi o problemă asemănătoare. Stimularea creativităţii elevilor prin activitatea de compunere a problemelor cu caracter practic Activitatea de compunere a problemelor reprezintă o activitate cu caracter complex în cadrul căreia se accentuează caracterul practic al cunoştinţelor. Având în vedere caracterul accentuat formativ al activităţii de compunere a problemelor aritmetice la clasele primare, se impune cu necesitate stimularea acestei activităţi în rândul elevilor, mai ales în rândul celor introvertiţi, lipsiţi de cutezanţă şi iniţiativă. Prin intermediul activităţii de creaţie elevii devin mai activi, capătă încredere în capacităţile lor, siguranţă şi independenţă în gândire, îşi dezvoltă plenar potenţialul creator. Forme în care se • Compunerea de probleme după imagini, activitate specifică clasei realizează activităţile de pregătitoare şi clasei I; compunere a problemelor • Compunerea de probleme-acţiune sau probleme cu punere în scenă; • Compunere de probleme cu modificarea conţinutului sau/şi a datelor; • Compunere de probleme asemănătoare cu alta rezolvată anterior; • Compunerea unor probleme cu indicarea operaţiilor aritmetice implicate în rezolvare; • Compunere de probleme după un plan prestabilit; • Compunere de probleme care pot avea mai multe întrebări; • Compuneri de probleme cu început dat; • Compuneri de probleme cu sprijin de limbaj matematic; • Compuneri de probleme cu valori numerice date sau mărimi date; • Compuneri de probleme după un exerciţiu; • Compuneri de probleme după o schemă; • Compunerea liberă de probleme. Cu elevii care manifestă oarecare rigiditate în gândire şi care preferă sarcinile în care este antrenată gândirea algoritmică şi mai puţin cea creatoare, se vor face eforturi de a-i atrage spre sarcini creative. Activitatea de creaţie în grup îi va stimula pe acești elevi să participe la reuşita grupului şi, treptat, se vor antrena cu ceilalţi membri în îndeplinirea unor exerciţii de creaţie impuse de sarcina didactică. O altă modalitate de a stimula creativitatea elevilor este de a fi ajutaţi la fiecare pas pentru a îndeplini sarcina, 220 / 331 astfel încât să ducă la bun sfârşit creaţia sa şi să trăiască satisfacţia reuşitei. 1. Propuneţi două modalităţi de acţiune în cazul unui elev care întâmpină Aplicaţii și teme de reflecție un blocaj în activitatea de rezolvare a unei probleme, din teama de a nu comite o greşeală. 2. Compuneţi o problemă care se rezolvă prin patru operaţii diferite. Enumeraţi pașii metodici de rezolvare a acesteia cu elevii. 221 / 331 Probleme de geometrie cu aplicații în viața cotidiană Lumea formelor și structurilor – interfața naturală și vie a geometriei. Psihologul elvețian Jean Piaget afirmă că: „înțelegerea deplină a unei noțiuni sau a unei teorii necesită reinventarea acestei teorii de către subiect” iar cunoscutul matematician Grigore Polya se apropie de această reinventare, dar sugerează profesorului să pară a reinventa entuziast secvența. Însă de cele mai multe ori înțelegerea unei teorii se realizează dacă elevul cunoaște sau conștientizează aplicabilitatea acestei teorii. ecția este unitatea de bază în eșantionarea cunoștințelor în școală, prin urmare Lecția mixtă – rol L trebuie să-i acordăm o atenție deosebită. Pregătirea, organizarea și desfășurarea esențial în reprezintă pilonul principal în activitatea didactică. Mai mult sau mai puțin evidențierea onvențional se disting următoarele tipuri de lecții: caracterului practic al c geometriei. a) de comunicare de noi cunoștințe; b) de fixare și consolidare; c) de recapitulare și sistematizare; d) de formare a priceperilor și deprinderilor; e) de verificare și evaluare. f) lecția mixtă. Principiile didacticii și în particular și ale metodicii predării matematicii sunt norme directoare pentru întreaga activitate instructiv-educativă. Numărul și modul de formulare al acestora variază (de la autor la autor) însă ele alcătuiesc un sistem. În acest sistem regăsim participarea conștientă și activă a elevilor. Legat de această participare trebuie să avem în vedere nivelul de cunoaștere al unor noțiuni sau reguli (exemplificăm pentru regulă): • mecanică (a reținut și poate să o aplice în mod brut); • inductivă (a folosit de multe ori regula și s-a convins că funcționează corect, inclusiv în circumstanțe modificate; • rațională (a înțeles mecanismul și poate să aplice cu o oarecare variație); • integrativă (a înglobat regula într-un sistem, poate să o folosească adaptând-o creativ). Și în plus, principiul conștientizării obligă profesorul la parcurgerea anumitor etape: • să reactualizeze atent cunoștințele anterioare ale elevilor; • să marcheze (când este cazul) că aceste cunoștințe trebuie și pot fi completate într-o anumită direcție; • să prezinte (în pași mărunți) noile cunoștințe; • să se asigure mereu că secvențele sunt urmărite atent și conștient; • să verifice (prin întrebări sau exerciții) nivelul de înțelegere; • să fixeze noile achiziții în structuri bine organizate. 222 / 331 Lectia mixtă poate fi structurată pe diferite combinații: • comunicare de noi cunoștinșe și fixare; • fixare a cunoștințelor și formare a deprinderilor; Profesorul optează pentru o astfel de lecție în funcție de mai mulți factori, principalii fiind: obiectivele principale și nivelul clasei. Dar pledăm pentru cele două combinații amintite mai sus (mai ales a doua). iză a unei situaţii ipotetice prin care participanţii Studiul de caz – Studiul de caz este o anal identifică variante de acţiune şi iau decizii în conformitate cu propriul lor sistem metodă potrivită e valori, opiniile şi sentimentele lor legate atât de situaţie cât şi de conţinutul pe pentru o lecție mixtă d care şi l-au însuşit în timpul cursului de instruire. Un studiu de caz descrie pe scurt o situaţie unde există o dilemă. Această dilemă constituie baza discuţiei. Se poate discuta în grupuri mici ce strategie se poate aborda. În grupul mare se împărtăşesc diferitele păreri. Ca avantaje, amintim: • Sunt situaţii ipotetice care nu implică riscuri personale; • Creşte motivaţia participanţilor de a face faţă situaţiilor problemă, pornind de la o abordare comună; • Creşterea implicării participanţilor; • Are un rol important în creşterea coeziunii în grup. Iar în ceea ce privește evitarea dezavantajelor, trebuie să avem în vedere următoarele: • Cazul trebuie să fie familiar, să se încadreze în experienţa participanţilor; • Nu există întotdeauna o singură soluţie corectă; • Problemele sunt de obicei complexe şi au mai multe faţete; • Orice comentariu al participanţilor legat de caz este o reflecţie a propriilor puncte de vedere, valori, credinţe, deci profesorul trebuie să aibă grijă să nu împiedice sau sau să nu blocheze exprimarea, inițiativa ori participarea elevului. Exemple: 1. O suprafață dreptunghiulară trebuie să fie acoperită cu plăci care au forma din figura de mai jos. 1dm 1dm 1dm Este posibil să fie acoperită astfel încât acestea să nu se suprapună și nici să iasă în afară, dacă dimensiunile suprafeței dreptunghiulare sunt: 1,2 m și 3 m? Dar 3 dm și 101 dm? Această situație (caz) vizează: 223 / 331 • utilizarea unor proprietăți (metrice sau calitative) a unor configurații geometrice; • activități utile calculului de arii, prin decupări, descompuneri sau pavaje; • analiza unor variante de acoperire a unor suprafețe, cu figuri geometrice de același tip sau tipuri diferite în scopul determinării soluției optime. Astfel că putem indica o succesiune (scurtă) de pași: P1 - Actualizarea unor elemente de teorie și reprezentarea unor variante de acoperire (căutăm combinații care conduc la o formă ce ne asigură o acoperire bună – suprafața dreptunghiulară de exemplu o putem acoperi cu dreptunghiuri, pătrate sau triunghiuri dreptunghice). Obținem dreptunghiuri cu dimensiunile de 2 dm și 3 dm. P2 - Analizăm cum putem acoperi complet suprafața dreptunghiulară inițială cu aceste dreptunghiuri. P3 - Decidem varianta care ne dă o soluție optimă. 2. Elevii au de realizat un mozaic pe terenul de agrement din campus. Este vorba de o suprafață pătrată, iar modelul selectat este cel din figura următoare. Dimensiunile sunt în metri, iar ceea ce îi interesează pe elevi este aria suprafeței hașurate pentru a preciza furnizorului de material. 2 2 8 Avem în vedere de această dată discutarea și analizarea în grup a diferite metode de rezolvare sau idei de abordare. Vizăm argumentarea demersului rezolutiv și selectarea celui mai scurt și ingenios. Dorim ca elevii să găsească variante diferite de soluționare să le descrie și să le compare. (Varianta cea mai eficientă este de a obține aria hașurată prin diferența între aria pătratului și suma ariilor porțiunilor albe.) 224 / 331 3. Patru firme de transport decid să fuzioneze și astfel ia naștere o nouă firmă care deține acum patru parcuri auto cu patru categorii de mașini: autocare, microbuze, tiruri și masini cu platforme. Aceste parcuri auto sunt situate în patru locații distincte ale orașului, ca în reprezentarea de mai jos. La firmă se ia hotărârea de a încheia un protocol cu una dintre stațiile de alimentare pentru a deservi toate cele patru parcuri. Unde ar trebui să fie situată această stație de alimentare, față de parcurile auto, astfel încât suma distanțelor de la aceasta până la cele patru parcuri să fie minimă? C D O S A B Problema vizează utilizarea unor proprietăți ale patrulaterelor convexe și triunghiului, elevii vor exprima și descrie prin relații algebrice inegalități din triunghi sau patrulater și vor analiza datele problemei pentru a selecta variante eficiente. Concluzia: dacă vrem să avem suma distanțelor de la stație la parcuri cât mai mică, trebuie să alegem o stație care se află la intersecția diagonalelor patrulaterului, sau cât mai aproape de acest loc. Învățarea în echipă Mozaicul. Metoda Jigsaw sau „metoda grupurilor interdependente” este o strategie bazată pe învățarea în echipă. Fiecare elev are o sarcină de lucru în care trebuie să devină expert. El are în același timp și responsabilitatea transmiterii celorlalți colegi a informațiilor asimilate. Varianta standard a metodei se realizează în cinci etape: • pregătirea materialului de studiu; • organizarea grupului în echipe de învățare; • constituirea grupului de experți; • reîntoarcerea în echipa inițială de învățare; • evaluarea. Exemplu. Un barcagiu vrea să traverseze un râu. Știm că viteza apei este =1,5 m/s iar av viteza bărcii în raport cu a apei este =2,5 m/s. Cerem să se determine timpul Bv în care barca traversează râul (se vor face precizări asupra lățimii râului). Vom stabili echipele și în funcție de nivelul clasei vom da indicii cu privire la locul unde trebuie să ajungă barca, sau vom aștepta variantele de abordare din partea elevilor. Experții vor fi desemnați de coechipieri. Este importantă selecția experților deoarece avem nevoie aici atât de cunoștințe de matematică (geometrie vectorială) cât și de fizică. Ceea ce vrem să obținem din partea elevilor sunt posibilitățile de traversare a 225 / 331 râului, având în vedere locul de acostare a bărcii pe malul opus. Adică vrem o analiză cu privire la deplasarea bărcii pe o direcție perpendiculară pe maluri și respectiv deplasarea deviată de curentul apei. Traseul parcurs de barcă este indicat de săgeata roșie. Bv v a av B Analiza comparativă și prezentarea celor două situații atât din punct de vedere geometric cât și sub aspectul problemelor de mișcare (din fizică) este foarte importantă și un astfel de exemplu determină o conștientizare a elevului asupra aplicabilității geometriei. 1. Realizați un material cu tema: „Acoperirea planului cu poligoane regulate”. Aplicaţii și teme de reflecție 2. Prezentați un eseu în care să enumerați, însoțind cu scurte comentarii, activitățile de învățare care considerați că au o contribuție considerabilă în dezvoltarea gândirii creatoare a elevilor în ceea ce privește aplicarea geometriei în viața cotidiană. 226 / 331 Probleme practice care se rezolvă cu ajutorul ecuaţiilor şi al sistemelor de ecuaţii Stimularea potenţialului creativ al elevilor prin activitatea de rezolvare de probleme cu ajutorul ecuaţiilor şi al sistemelor de ecuaţii Produsele activității creatoare întrunesc o serie de atribute specifice: noutate, originalitate, ingeniozitate, utilitate practică și valoare socială. În rezolvarea de probleme, aceste atribute pot fi identificate astfel: - ingeniozitatea şi originalitatea sunt observabile în strategia de rezolvare a problemelor, în construcţia raţionamentului logic şi în modul de prezentare a soluţiilor alternative; - utilitatea practică şi valoarea socială sunt vizibile în enunţarea problemei, în modul în care formularea acesteia evidenţiază modelarea unui fenomen din viaţa cotidiană. Având în vedere structurile psihologice implicate, creativitatea dezvăluie o dimensiune integrală a personalității elevului: • presupune imaginație, dar nu se reduce la procesele imaginative; • implică inteligență, dar nu orice persoană inteligentă este și creatoare; • presupune motivație și voință, dar nu poate fi explicată doar prin acestea. Creativitatea, privită ca proces al gândirii, este legată de rezolvarea de probleme atât prin descoperirea şi conceperea de noi probleme, pentru care nu există o strategie de rezolvare anterioară, cât şi prin abordarea unor probleme non-standard într-o manieră inovativă. Ca metodă de învățare, rezolvarea de probleme presupune din partea elevului identificarea unei „reguli sau strategii de rezolvare”, fără un ajutor special, care să conducă la soluția problemei. Problemele practic-aplicative joacă un dublu rol în matematica şcolară: - rol informativ - cu ajutorul lor se evidenţiază aplicabilitatea matematicii în viaţa cotidiană; - rol formativ - procesul de rezolvare educă gândirea creatoare şi dezvoltă motivaţia pentru învăţare. Scopul abordării acestei teme este acela de a identifica strategii didactice ce permit dezvoltarea creativității elevilor prin rezolvarea de probleme ce se rezolvă cu ajutorul ecuațiilor și al sistemelor de ecuații. timularea creativităţii elevilor are în vedere următoarele direcții: Strategii creative de S rezolvare a problemelor • identificarea potențialului creativ al elevilor; • crearea premiselor gnoseologice ale activității creatoare, libere și conștiente; • dezvoltarea posibilităților individuale de comunicare, pentru a înlesni punerea în valoare a rezultatelor creației; • dinamizarea potențialului creativ individual, cultivarea unor atitudini creative; • asigurarea suportului etic al comportamentului creator. 227 / 331 Strategiile creative de rezolvare a problemelor au în vedere următoarele aspecte: • organizarea colectivului de elevi astfel încât să creeze un mediu propice, o atmosferă de lucru în care elevul să aibă libertatea de gândire, de exprimare, să-şi prezinte spontan ideile. Astfel, activitatea de creaţie în grup îi va stimula pe elevii care manifestă o anumită rigiditate în gândire, care preferă sarcinile în care este antrenată gândirea algoritmică, orientându-i spre reuşita grupului şi, treptat se vor antrena cu ceilalţi membri ai grupului în îndeplinirea unor exerciţii de creaţie impuse de sarcina didactică; • îmbinarea metodelor și tehnicilor euristice, a celor activ-participative, ce oferă posibilitatea manifestării inițiativei, cultivarea încrederii de sine, libertatea de acțiune și de gândire; • introducerea unor probleme cât mai atractive, care se pot transcrie în ecuații sau sisteme de ecuații din ce în ce mai complexe, care presupun noutate, originalitate, ingeniozitate, capacitate de sintetizare şi abreviere, implică imaginație, inteligență, presupun motivație și voință; • utilizarea unor mijloace și materiale didactice inovative, atractive, incitante, care să atragă și să stimuleze creativitatea; • reformularea unor probleme care se rezolvă cu ajutorul ecuațiilor și al sistemelor de ecuații, putând aduce unele modificări prin: o schimbarea rapoartelor între mărimi; o combinarea diferitelor mărimi și crearea de noi sarcini; o adăugarea sau eliminarea unora dintre mărimi; o compunerea altor probleme pornind de la o ecuație sau de la un sistem de ecuații. • compunerea de probleme ce permite: o evidenţierea la elevi a flexibilităţii gândirii, a spiritului critic, a originalităţii; o utilizarea de date reale din realitatea vieţii cotidiene; o stimularea atenţiei şi a interesului; o emiterea de raţionamente. Exemple de probleme pentru ciclul primar: 1. Într-o livadă sunt cu 256 mai mulți meri decât peri. Să se afle câți meri și câți peri sunt, știind că sunt de 3 ori mai mulți meri decât peri. 2. Un număr este mărit de 5 ori, rezultatul mărit cu 5, noul rezultat micşorat de 5 ori şi apoi scăzut 5 din ultimul rezultat. După aceste operații, obţinem un număr mai mic decât 7. Care este numărul? 3. La un market s-au adus 9 lăzi cu banane, fiecare ladă având câte 6 mănunchiuri cu un număr egal de banane. Dacă numărul total de banane era de 378, câte banane are o ladă? 4. La o florărie s-au vândut într-o zi de 4 ori mai puțini trandafiri decât gerbera și de trei ori mai multe frezii decât trandafiri. În total s-au vândut 280 fire de flori. Câți trandafiri, câte gerbera și câte frezii s-au vândut? 228 / 331 5. În curtea bunicii sunt 269 de păsări: găini, rațe și gâște. Rațele sunt cu 14 mai multe decât găinile, iar gâștele reprezintă jumătate din numărul găinilor. Câte păsări din fiecare fel sunt? 6. Suma a două numere este 215. Câtul împărțirii celui mai mare la cel mai mic este 3 și restul 7. Care sunt cele două numere? 7. Diferența a două numere este 432, iar câtul lor este 5 și restul 16. Să se afle numerele. Exemple de probleme pentru ciclul gimnazial: 1. La un concurs de cunoştinţe generale se primesc 4 puncte pentru un răspuns corect şi se pierde 1 punct pentru un răspuns greşit. După 50 de întrebări, Răzvan are 0 puncte. Câte răspunsuri corecte a dat Răzvan? 2. Curtea familiei Ionescu are forma unui dreptunghi cu lungimea de 20 de metri; pe lângă gardul exterior s-a construit o alee cu dale galbene şi cu o lăţime de un metru. Calculaţi lăţimea curţii ştiind că lungimea totală a aleii este egală cu 66 de metri. 3. Un om a cumpărat un ceas, un lanţ şi un medalion cu 216 dolari. Ceasul şi medalionul împreună au costat de trei ori mai mult decât lanţul, iar lanţul şi medalionul costă împreună jumătate din cât a costat ceasul. Care a fost cel mai scump dintre obiectele cumpărate şi cât a fost preţul acestuia ? (Admitere Harvard 1869) 4. Unui vânzător de la care am cumpărat 2 kg de ceapă care costă 6 lei, 5 kg de cartofi care costă 10 lei şi un kg de fasole care costă 8 lei, îi ofer 150 de lei. Ce rest trebuie să-mi dea vânzătorul? 5. Raportul salariilor a 2 muncitori este 8. Mărindu-se salariul primului 11 muncitor cu 80 de lei, iar celui de-al doilea cu 100 de lei, raportul salariilor devine 11. Să se afle salariul fiecărui muncitor. 15 6. Două substanțe au densitățile 0,96 și 0,75. Ce cantitate trebuie luată din fiecare substanță pentru a se obține un amestec de 42 kg cu densitatea 0,84. 7. Două echipe de muncitori execută o lucrare în 20 de zile. Dacă prima echipă ar lucra 4 zile singură și a doua 6 zile, ar executa 25% din lucrare. Să se afle în cât timp se poate executa lucrarea de către fiecare echipă. 8. Două uzine producătoare de mașini realizează, conform planului, 360 de mașini pe lună. Prima uzină a îndeplinit planul în proporție de 112%, a doua în proporție de 110% și împreună au realizat 400 de mașini pe lună. Să se afle cu cât a depășit planul pe lună fiecare uzină. 9. Să se afle laturile unui patrulater la care, adunând câte 3 laturi ale sale, se 229 / 331 obţin rezultatele 22, 24, 27 și perimetrul egal cu 31. În funcţie de experienţa în rezolvare, R.M. Gagné stabileşte următorul şir de etape care trebuie parcurs în rezolvarea unei probleme: • reactualizarea conceptelor şi regulilor cunoscute anterior; • evaluarea conceptelor pe baza experienţei; • selectarea regulilor şi a indicatorilor relevanţi pentru noua situaţie; • formularea ipotezelor specifice; • elaborarea demersului de descoperire a soluţiei; • formularea altor ipoteze privind soluţiile posibile; • evaluarea soluţiilor şi verificarea celei optime. Acest şir de etape corespunde succesiunii a trei etape mai mari: etapa de analiză (I), etapa de sinteză (II) şi etapa de evaluare (III). Astfel, procesul rezolvării de probleme poate fi rezumat schematic după cum urmează: I II III •Punerea problemei • Definirea datelor şi •Verificarea şi identificarea selectarea cerinţelor cunoştinţelor utile în rezolvare; • Transformarea informaţiilor prin raţionamente; • Alegerea şi verificarea soluţiei. Strategiile creative lasă câmp deschis afirmării originalităţii, spontaneităţii, diversităţii. Se pune accentul pe capacitățile de reflecţie, sinteză, evaluare critică, creaţie. Sunt, de regulă, strategii nescrise, astfel încât să pună accent pe stimularea efortului propriu, pe experienţa individuală, dirijarea fiind redusă la minimum. Strategiile creative sunt considerate strategii de activizare, participative. În acest sens, este recomandat să se apeleze la: • conversaţii euristice; • descoperire semidirijată; • descoperire independentă; • problematizare; • cercetare în echipă; • modelare. 230 / 331 acă ținem seama de tipurile de probleme (de la simple exerciții, la situații Tipuri de probleme D problematice) și de metodele de învățare, corelațiile între ele pot fi sintetizate și descrise după cum urmează: - metoda problematizării, - modelarea Situaţii nvăţării prin descoperire problematice î Metode de tip Metode de tip algoritmic euristic nversaţie euristică - metode expozitive Probleme, - co exerciţii - instruirea programată - strategii euristico- algoritmice Newel și Simon (1961) au clasificat problemele după gradul lor de structurare în probleme bine definite și probleme slab definite (s-a avut în vedere o structurare cu mai multe sau mai puține elemente de nedeterminare și ambiguitate). În timp ce problemele bine definite și specificate se pot rezolva prin algoritmi, cele cu cotă redusă de specificitate necesită anumite strategii și procedee euristice în rezolvare. Astfel, putem deduce că problemele veritabile (situațiile problematice) sunt cele slab definite, care nu pot fi rezolvate prin metode uzuale. Având în vedere măsura specificării dată inițial în situația problematică, măsura specificării stării finale vizate și necesarul de operații de transformare, a rezultat o împărțire a problemelor în cinci categorii – după criteriile propuse de Rietman (1966), sintetizată în următorul tabel. Tipuri Starea inițială de probleme Perfect Bine Slab specificată specificată specificată Bine cu reproiectare inventiv euristic pecificată creativă (RC) creative (IC) creative (EC) Starea s finală Slab demonstrativ specificată reproductiv necreative (RN) explicative (DE) Prin urmare, avem următoarele tipuri de probleme: 1. Probleme reproductiv - necreative (RN) – nu necesită un demers cognitiv creator, ci doar o gândire reproductivă care, prin operații simple de transformare și combinare de elemente și reguli, pe căi uzuale, 231 / 331 transformă o situație bine specificată inițial, în altă situație cu o stare finală tot bine specificată. 2. Probleme demonstrativ - explicative (DE) – cer găsirea drumului de la starea inițială la cea finală, demonstrarea stării finale, explicitarea și chiar invocarea ei în cazul unor elemente specificate. 3. Probleme inventiv - creative (IC) – cer capacități cognitiv-creative foarte dezvoltate, iar rezolvarea lor presupune explorare și invenție. Starea inițială este bine specificată. 4. Probleme euristic - creative (EC) – reclamă, de asemenea, capacități cognitiv-creative deosebite, iar rezolvarea lor presupune explorare, inspirație, invenție, însă au un grad mare de libertate și risc: conduc la noi proprietăți, noi relații și pot conduce și la erori. 5. Probleme cu reproiectare creativă (RC) – sunt problemele unde reparcurgerea drumului pe o altă cale poate să conducă și spre alte soluții, sau la un rezultat mai bun, ameliorat, optimizat. odalitățile de concepere a problemelor care se rezolvă cu ajutorul ecuațiilor Exemple de probleme M i al sistemelor de ecuații au în vedere utilizarea unor formulări variate pentru comentate, care se ș a stimula elevii să gândească creator. Astfel, în cadrul problemelor pot să rezolvă prin ecuaţii sau apară formulări de genul: sisteme de ecuaţii, pentru ciclul primar o „un număr ce este mai mare / mai mic decât.....” o „mărește / micșorează cu atât / de atâtea ori....” o „adaugă ... la suma / diferența numărului...” o „scade .... din suma / diferența numărului...” o „cât poate fi un termen dacă suma / diferența este....” o „găsește numărul care verifică relația...” o „ stabilește valoare de adevăr / fals....” o „alege rezultatele corecte din variantele date.....” o „scrie numărul de tipul....” Exemple: 1. La dublul numărului 452 adun triplul lui 647. Ce număr trebuie să scad din rezultat pentru a obţine 833? 2. Un număr este cu 35 mai mare decât cincimea altui număr, iar diferența dintre ele este 81. Să se afle numerele. 3. Un număr este cu 9 mai mare decât 2/3 din alt număr. Câtul dintre cele două numere este 1 și restul 34. Să se afle numerele. 4. Să se afle două numere, știind că suma lor este de 4 ori mai mare decât diferența lor. Dacă se micșorează suma cu 40, atunci se obține dublul diferenței. Comentarii metodice: o Sunt exerciții - problemă care se rezolvă prin punerea lor sub formă de ecuații sau sisteme de ecuaţii. o La ciclul primar nu se lucrează explicit cu sisteme de ecuaţii, dar se folosesc proprietăţi ale relaţiei de egalitate şi se rezolvă exerciţiile prin operarea simultană cu două sau mai multe relaţii de egalitate. 232 / 331 o O altă metodă de rezolvare presupune folosirea metodei figurative și realizarea unei scheme. o Dificultatea constă în a stabili corect corelațiile dintre mărimi și de a stabili notaţiile adecvate pentru a forma ecuaţiile aferente problemelor. o În momentul în care apare o eroare în determinarea raportului între mărimi, problema este complet eronată. 5. Să se determine numărul , știind că sunt îndeplinite simultan abcd următoarele condiții: a. cifra miilor este egală cu suma dintre cifra sutelor și a unităților; b. cifra sutelor este egală cu suma dintre cifra unităților și cea a zecilor; c. cifra unităților este 3; d. suma cifrelor numărului este 21. 6. Să se determine numărul tiind că sunt îndeplinite simultan abcd, ș următoarele condiții: a. suma cifrelor numărului este cuprinsă între 11 și 24; b. cifra miilor este de 2 ori mai mare decât cea a zecilor și de 4 ori mai mare decât cea a unităților; c. cifra unităților este a treia parte din cifra sutelor; Comentarii metodice: o Dificultatea constă în a stabili corect corelațiile dintre cifre, conform cu datele problemei și mai ales de a observa că, dacă se înmulțește a treia relație cu 3, se elimină unitatea fracționară. De asemenea, trebuie să se observe și să se stabilească egalitatea între a doua și a treia relație urmată de împărțirea acesteia la 2. o O altă dificultate constă în a determina valoarea lui ”d”. În momentul în care se rescrie relația având o singură necunoscută, problema devine ușor de rezolvat. o Dacă nu se observă și nu se fac aceste corelații problema devine aproape imposibil de rezolvat prin încercări. se afle laturile unui triunghi ABC la care, adunând două câte două Exemple de probleme 1. Să aturile sale, obţinem 26 cm, 32 cm și 34 cm. comentate, care se l rezolvă prin ecuaţii sau sisteme de ecuaţii, pentru ciclul gimnazial 233 / 331 Situaţia descrisă se regăseşte în sistemul: =+26yx   =+32zx   =+34zy  Soluție: Sistemul se poate rezolva atât prin metoda substituţiei cât şi prin metoda reducerii, însă datorită formei lui se poate rezolva mai simplu dacă se află mai întâi suma celor trei dimensiuni. Dacă adunăm cele trei egalităţi obţinem 2 (x + y + z) = 92, adică x + y + z = 46. După care, pe rând, găsim că x = 12, y = 14 şi z = 20. Desigur că o verificare ar fi în relaţiile sistemului, însă de această dată mai avem o verificare de făcut. Verificăm dacă valorile găsite pot fi lungimi ale laturilor unui triunghi. 2. O lucrare este executată de 3 muncitori. Lucrarea poate fi terminată de primul şi al doilea muncitor în 70 de ore, de primul şi al treilea în 84 de ore şi de al doilea şi al treilea muncitor în 140 de ore. Să se afle: a) În cât timp poate fi terminată lucrarea de fiecare muncitor? b) În cât timp poate fi terminată lucrarea de cei 3 muncitori? Soluție: Dacă primul muncitor are nevoie de x ore pentru a efectua lucrarea, atunci 1 într-o oră realizează din lucrare. Analog, pentru al doilea şi al treilea x muncitor vom avea 1, respectiv 1. Astfel se poate scrie următorul sistem de yz ecuaţii:      = +⋅ 11170    yx        = +⋅ 11184    zx          = +⋅ 111140   zy       Însumarea ne conduce la 11112= de unde găsim: ++⋅  30 zyx   234 / 331 111 1 1 1 = ⇒ = ⇔= 420.z+ 60 420xyz z + 11 1 ⇔= 105.x= 84 420x − 11 1 ⇔= 210.y= 70 105y − 3. Un elev spune fratelui său: ”Eu am de 2 ori vârsta pe care o aveai tu când eu eram de vârsta pe care o ai tu acum. Când tu vei fi de vârsta pe care o am eu, vom avea împreună 36 de ani”. Să se afle vârstele fraţilor. Soluţie: Notăm cu x vârsta fratelui mai mare la momentul discuţiei, cu y a celui mai mic, prin urmare diferenţa dintre vârstele lor este x - y. Astfel, respectând relaţiile descrise de fratele mai mare obţinem sistemul într-o primă formă: [] −−⋅=)(2yxyx   =−++−+36)()(yxyyxx  =−043yx  care într-o formă mai simplă este  =−363yx  şi vom obţine soluţia x = 16, respectiv y = 12. Deci fratele mai mare are 16 ani, iar cel mai mic 12 ani. 4. O echipă de cercetare bio - sociologică a observat că, începând cu anul 2010, într-o comunitate izolată din America de Sud, numărul n de 2010t≥ locuitori creşte în fiecare an, astfel încât în anul acesta este 2004t− .Calculaţi în ce an vor fi 2048 de locuitori în comunitate, = () 2n nt= presupunând că, datorită condiţiilor de viaţă, până în anul 2020 nu se va înregistra niciun deces. Soluţie: 11 Trebuie doar să recunoaştem faptul că , aşadar ajungem la simpla 2048 2= 2004 11t− ecuaţie exponenţială , de unde t=2015. 22= Observaţie: Pornind de la această problemă, puteţi problematiza şi formula întrebări de genul: - „Ce se poate spune dacă rezultatul nu este o putere a lui 2? - “Există un moment în care comunitatea va număra exact 6000 de locuitori?” Răspunsul este, cel puţin intuitiv, afirmativ. Deoarece 1213 2 4096 6000 8192 2=<<= şi procesul de creştere demografică este 235 / 331 continuu, deducem că există un astfel de moment, situat undeva între anii 2016 şi 2017. Clarificări ale unei astfel de situaţii urmează pentru cei de la liceu: Ecuaţia are o unică soluţie (care nu este număr raţional); aceasta se 2 6000x= x > >≠ notează . În general, dacă , atunci logaxt=. 2log 60000, 0, 1at a a= 5. Media primelor patru note obținute de un elev la matematică este 7,5. Care ar trebui să fie a cincea notă pentru ca înainte de teză elevul să-și asigure o medie la oral de 8. Soluție: Dacă notăm cu x nota, situația se descrie astfel: 8 = (x + 4 ∙ 7,5) : 5, de unde aflăm că are nevoie de o notă de 10. Observație: Este o problemă de clasa a V-a sau a VI-a. Se poate considera încă un exemplu prin varierea numărului de note sau a mediei. Apoi se poate cere o formulă care să permită aflarea notei necesare pentru a putea obține o medie cunoscută, după un anumit număr de note precizat. Este un moment bun pentru a-i obișnui cu generalizarea unei situații. 6. Dacă elevii unei clase ar sta câte doi într-o bancă, ar rămâne trei elevi în picioare. Dacă s-ar așeza câte trei în bancă, ar rămâne patru bănci libere. Câți elevi sunt în clasa respectivă și câte bănci? Soluție: La clasele a IV-a sau a V-a, este bine să realizăm o reprezentare a situației: În acest fel, ei pot face mai ușor legătura între numărul de elevi din ultimele patru bănci și cei rămași în picioare și numărul de bănci care sunt ocupate acum de câte trei elevi. Putem afla mai întâi numărul de bănci: (4 ∙ 2 + 3) : 1 + 4 = 15 și apoi numărul de elevi 15 ∙ 2 + 3 = 33. Desigur, la o clasă mai mare avem sistemul cu necunoscutele x - numărul de elevi și y - numărul de bănci: +=32yx   −=)4(3yx  Problema poate ”suferi” mici modificări. Și anume să redistribuim elevii astfel încât să fie câte trei, apoi o bancă cu doi elevi și restul goale. Trebuie mai întâi 236 / 331 să vedem cum alegem valorile astfel încât relațiile noastre să corespundă. 7. Două robinete ar putea umple un bazin în 8 ore. Dacă primul robinet este deschis timp de 6 ore, după care deschidem și al doilea robinet, ele vor avea nevoie de încă 6 ore pentru a umple bazinul. În câte ore poate umple bazinul fiecare robinet singur? Soluție:    1118 =+   yx      =++⋅111616   yxx   8. Vecinul nostru are o terasă de forma unui pătrat, pe care dorește să o modifice. Pentru aceasta, măreşte o latură cu un metru, iar cealaltă latură cu 5 metri. Acum terasa lui este dreptunghiulară și are o suprafață de 45m². Care a fost dimensiunea inițială a terasei? Soluție: (x + 5) ∙ (x + 1) = 45 9. Un aliaj format din aur și argint cântărește 200 g. Scufundat în apă, el devine mai uşor cu 15 g. Știind că densitatea aurului este de 19,5 și a argintului de 10,5 , se cere să se afle compoziția aliajului. Soluție: =+200yx    =+15yx  5,105,19  10. Laturile a, b, c ale unui triunghi verifică relaţiile a + b – c = 2 şi 2ab -c² = 4. Să se arate că triunghiul este echilateral.(G.M. Etapa Naţională 2007) 237 / 331 Soluție: Deoarece c = a + b - 2, avem 2ab - (a + b - 2)² = 4, de unde a² + b² - 4a -4b + 8 = 0 şi (a - 2)² + (b - 2)² = 0. Rezultă a = b = 2 şi apoi c = 2, de unde rezultă concluzia. 11. Fie a şi b două numere naturale. Să se arate că numărul a² + b² este diferenţa a două pătrate perfecte dacă şi numai dacă ab este număr par. (G.M. Etapa Naţională 2009) Soluție: ⇒ Presupunem prin absurd că ab este impar. Atunci a și b sunt numere impare, deci a²+b² este de forma 4k+2. Deoarece a²+b² =m²-n²=(m+n)(m-n), observăm că dacă m,n au aceeași paritate rezultă că a²+b² este multiplu de 4, iar dacă m, n au parități diferite găsim a²+b² impar, contradicție. ⇐ observăm că a²+b²=4s, dacă a și b sunt pare, sau a²+b²=2r+1, dacă doar unul este par. În primul caz avem a²+b²=4s=(s+1) ²-(s-1) ², iar în cel de-al doilea caz avem a²+b²=2r+1=(r+1) ²-r², ceea ce încheie demonstrația. Rezolvarea problemelor cu ajutorul ecuațiilor sau al sistemelor de ecuații permite elevilor:  transpunerea datelor din enunțul problemelor în ecuații sau într-un sistem de ecuații;  reformularea unor probleme care se rezolvă cu ajutorul ecuațiilor sau al unui sistem de ecuații pe baza unor ecuații sau sisteme de ecuații cu un grad ridicat de dificultate;  utilizarea unor formulări clare pentru problemele care se rezolvă cu ajutorul ecuațiilor sau al unui sistem de ecuații;  dezvoltarea unor raționamente logice și a reprezentărilor spațiale folosind ecuații și sisteme de ecuații în rezolvarea unor probleme;  cultivarea încrederii în sine, asigurând dezvoltarea inițiativei în cadrul grupului / colectivului de elevi;  sporirea capacității de a vizualiza redarea unei probleme într-o ecuație sau un sistem de ecuații; 1. Propuneţi o problemă cu aplicabilitate practică, la nivel de gimnaziu sau Aplicaţii și teme de iclu primar, care se rezolvă cu ajutorul sistemelor de ecuaţii. Pornind de reflecție c la această problemă, prin varierea datelor şi/sau a cerinţelor, realizaţi încă două probleme cu un grad de dificultate mai ridicat decât cel al problemei iniţiale. 2. Proiectaţi o planşă didactică cu tema „Etapele rezolvării unei probleme cu ajutorul ecuaţiilor şi sistemelor de ecuaţii”. 238 / 331 Inducția matematică, metoda de stimulare a creativității matematice la clasele IX-X, prin probleme cu conținut aplicativ Utilizarea raționamentului inductiv – abordări transdisciplinare. Transformarea majoră pe care o dorim - de la un învățământ clasic la un învățământ modern, creativ, inteligent și participativ, determină profesorul să formeze elevilor competențe transferabile. Iar din acest punct de vedere este nevoie de o abordare integrată, trans și interdisciplinară a cunoașterii. Raționamentele logice sunt adjudecate de regulă matematicii. Însă raționamente logice se fac mereu, de oricine și în diferite locuri. Nu doar școala și ora de matematică sau de logică înregistrează desfășurarea acestor operații. În ciuda aparențelor, inducția matematică putem să o prezentăm elevilor nu doar ca o metodă cu care demonstrăm o propoziție p(n), nΝ (iar p(n) să fie o sumă sau inegalitate). Contextul care ∈ solicită aplicarea metodei poate fi împrumutat de la alte discipline și variat. Metoda cea mai potrivită pentru a evidenția utilitatea noțiunilor, Inducție matematică în ncipiilor și a algoritmilor care s-au studiat la matematică este biologie pri problematizarea. Situațiile-problemă sunt numeroase. În ceea ce ne dorim noi, nu vom pune accentul pe tipologia situațiilor-problemă din punct de vedere pedagogic. Nu vizăm un dezacord între cunoștințe anterioare și condiții noi de rezolvare; nu vizăm nici contradicții între rezolvarea posibilă (din punct de vedere al teoriei) și imposibilitatea de aplicare în practică, așa cum nu ne dorim nici să completăm un sistem de cunoștințe care se dovedește a nu fi întotdeauna operațional. Prin urmare, vom alege o situație-problemă inspirată din realitatea unui anumit domeniu. În alegerea acestei situații, avem grijă să fie îndeplinite următoarele condiții inițiale: • să țină seama de cunoștințele anterioare; • să fie adresate într-un moment oportun din punctul de vedere al elevului; • să trezească interesul și să solicite efort din partea elevului. După care se vor derula etapele cunoscute: • prezentarea situației-problemă; • definirea problemei de către elev; • formularea ipotezelor care pot fi aplicate în vederea soluționării; • realizarea verificării ipotezelor și redactarea rezolvării. Exemplul 1 O populație de bacterii suferă mutaţii genetice. Descendenţii bacteriei iniţiale evoluează sub forma unui arbore (vezi reprezentarea de mai jos), în fiecare lună dezvoltându-se o formă nouă (mutantă) care coabitează cu cea veche (cele vechi). 239 / 331 ulpină 1 t 2 tulpini 3 tulpini 4 tulpini Ce se poate întâmpla după 2 ani? Dar după 10 ani, dacă toate aceste tulpini rezista şi se dezvoltă? Cu câte tulpini diferite se vor confrunta cercetătorii biologi? Cum procedăm după prezentarea situației-problemă? o Cu ajutorul elevilor vom determina suportul matematic al rezolvării acestei probleme; o Observăm că numărul tulpinilor din luna n, se poate obține prin calcularea sumei S = 1 + 2 + 3 + . . . + n; o Determinăm formula de calcul a sumei prin metode cunoscute deja: S = 1 + 2 + 3 + . . . + n. S = n + . . . + 3 + 2 + 1 Deci 2S = (n+1)·n , adică S = ( 1)nn⋅+ 2 o Demonstrăm apoi prin inducție egalitatea 1 + 2 + 3 + . . . + n = ( 1)nn⋅+ umăr natural nenul, după cum urmează: 2 pentru oricare n n - vom nota cu p(n) propoziția 1 + 2 + 3 + . . . + n = ( 1)nn⋅+, ∗ Nn 2∈ + - verificarea: pentru n = 1, avem p(1) : 1 = 1 (1 1)⋅ adevărată; 2 - demonstrația: arătăm că p(k) → p(k + 1), unde p(k) : 1 + 2 + 3 + . . . + k = ( 1)kk⋅+ și 2 + p(k + 1) : 1 + 2 + 3 + . . . + k + k + 1 = ( 1) ( 2)kk+⋅ 2 • în ipoteza că p(k) este adevărată, vom arăta că și p(k + 1) este adevărată • prin urmare, presupunem că p(k) este adevărată și calculăm: 240 / 331 (1 + 2 + 3 + . . . + k ) + k + 1 = ( 1)kk⋅++ k + 1 = ( 1)kk⋅++ 22 2 ( 1)k⋅+( 1) ( 2)kk+⋅ + 2= 2 Deci p(k + 1) este adevărată. Și conform principiului inducției matematice, ∗ p(n) este adevărată pentru orice . ∈ Nn Exemplul 2 este inspirat tot din sectorul biologiei: Într-un laborator microbiologic, cercetătorul a introdus astăzi o moleculă dintr-o anumită substanță într-un incubator. Un asistent trebuie să continue să introducă în acel incubator, începând de a doua zi, molecule din aceeași substanță: mai întâi două, în ziua următoare un număr de molecule egal cu cele care s-au introdus deja plus 22. În ziua următoare, de asemenea, un număr de 3 molecule egal cu al celor introduse deja și suplimentat cu și să 2 continue așa o lungă perioadă de timp. Asistentul este îngrozit de faptul că ar putea încurca numărul de molecule care trebuie introduse și ar periclita astfel experimentul respectiv. Se gândește dacă poate găsi o modalitate de a corela numărul de molecule care trebuie introduse cu numărul de zile care trec de la declanșarea experimentului. Să vedem dacă avem o soluționare în acest sens. După analizarea situaţiei problemă împreună cu elevii se poate realiza într-o primă etapă, o rescriere a datelor problemei, astfel încât aceştia să poată intui mai uşor relaţia matematică între numărul de molecule şi numărul de zile care au trecut de la declanşarea evenimentului: 1 zi – 1 moleculă 2 zi: 1+2 molecule 3 zi: 1+2+22 molecule 4 zi: 1+2+22+23molecule ……………… Elevii vor putea observa că numărul de molecule introduse în ziua n se 23n-1 poate obţine prin calcularea sumei: S=1+2+2+2…+2. Fiind vorba despre o progresie geometrică cu raţia 2, suma S va fi calculată prin formula: 21nS= − Demonstrăm prin inducţie matematică relaţia: 21 *nn− • notăm cu p(n) propoziţia: 1 2 2 ... 2 2 1,n++ + + = − ∈ • în etapa de verificare: pentru n=1, p(1): 1=21-1, adevărată. • demonstraţia: arătăm că p(k) → p(k + 1), unde p(k): 211 2 2 ... 2 2 1kk− şi ++ + + = − + p(k+1): 21 11 2 2 ... 2 2 2 1k kk− ++ + + + = − • în ipoteza că p(k) este adevărată, vom arăta că şi p(k + 1) este adevărată • prin urmare, presupunem că p(k) este adevărată şi calculăm: 241 / 331 211k kk k k k−+ (1 2 2 ... 2 ) 2 (2 1) 2 2 2 1 2 1++ ++ + = −+ =⋅ −= − Deci p(k + 1) este adevărată. şi conform principiului inducţiei matematice, p(n) este adevărată pentru orice ∗. ∈ Nn Exemplele practice prezentate mai sus au rolul de a familiariza elevii cu situaţii din viaţa cotidiană, în care soluţionarea unui caz general permite ulterior accesul la orice caz particular adecvat respectivei situaţii. În demonstrarea formulei pentru cazul general, esenţială este metoda inducţiei matematice. Geografie economică Exemplul 3 Într-o regiune izolată din Australia fermele sunt risipite, fără a respecta un plan anume. Acum trebuie să fie amplasate şi surse de energie eoliană și se doreşte ca fiecare fermă să aibă acces la energia produsă. Pentru o mai mare siguranţă, se ia în calcul amplasarea unui număr de surse egal cu numărul de ferme, dar în aşa fel încât o fermă să se afle între două astfel de surse, la distanţă egală de acestea. La această situație așteptăm de la elevi enunțarea unei probleme de matematică asociate: În plan sunt date 2n+1 puncte (n – număr natural nenul). Să se construiască un poligon cu 2n+1 laturi pentru care aceste puncte sunt mijloacele laturilor. Este posibil să fie nevoie de o dirijare din partea profesorului în obținerea rezultatelor dorite. Însă trebuie ca această dirijare să fie gândită astfel încât să nu anuleze contribuția sau efortul elevilor. Avem tot o problemă care utilizează metoda inducției matematice în studiul soluționării unei situații practice, dar de această dată este necesar să cunoaștem și proprietăți ale figurilor geometrice. După enunțarea problemei succesiunea pașilor este cea cunoscută. Pentru n = 1 avem punctele 1A, 2A, 3A. Ducem prin fiecare punct o paralelă la dreapta formată din cele două. Se formează un triunghi cu , 1A 2A, 3A mijloacele laturilor. Pentru pasul de inducție, presupunem că putem construi un poligon cu 2n - 1 laturi, cunoscând mijloacele laturilor sale, punctele 1,,,+ 221nAAA reprezentând mijloacele laturilor poligonului căutat . Notăm  1 2 21,nBB B+ A mijlocul lui 1BB. Trebuie acum să arătăm cum se obțin punctele 21−nnB2 și 1B. 2 +n 242 / 331 22 −nB 22 −nA 12 −nB A 2B A 12 −nA1 1B 12 +nA nB2 nBnA2 12 + Punctele AAAAn,,,2 sunt mijloacele laturilor poligonului 221− care poate fi construit conform ipotezei. Construim în 2221−nBBB  continuare simetricul lui 1B față de , notat 1B, apoi simetricul lui 12 +nA2 +n ață de , notat nB2. Simetricul lui nB2 față de este 1B, 12+nB fnA212 −nA2 −n deoarece 1AAAA este paralelogram. 2212−+nnn Exemplul 4 Într-o regiune foarte întinsă, în care se fac explorări marine, sunt amplasate 2050 de sonde. Firma care răspunde de exploatarea din această regiune dorește să lege aceste sonde astfel încât între două sonde să fie un tub flexibil fără îmbinări, pentru a evita riscul poluării apei. În funcție de suprafețele care se formează între aceste sonde, câte astfel de tuburi flexibile (dintr-o bucată, indiferent de lungime) sunt necesare? Enunțul problemei asociate: Fie în plan o rețea de linii ce unesc între ele punctele și nu nAAA,,,21 au alte puncte comune. Presupunem că rețeaua este construită „dintr-o singură bucată”, adică din fiecare punct se poate ajunge în nAAA,,,21 oricare altul numai de-a lungul liniilor rețelei. O astfel de rețea de linii o numim hartă, punctele date – vârfurile ei, porțiunile de curbe dintre două vârfuri vecine – frontierele (granițele) hărții, porțiunile din plan în care ea este descompusă de către frontiere - țările hărții. Aici avem nevoie și de cunoștințe specifice teoriei grafurilor, în acest caz de Teorema lui Euler: Să notăm cu S numărul țărilor unei hărți arbitrare, cu l numărul frontierelor ei și cu p numărul vârfurilor. Atunci S + p = l + 2. 243 / 331 Demonstrăm egalitatea prin inducție după numărul l al frontierelor hărții. Fie l = 0, atunci S = 1, p = 1 ⇒ S + p = l + 2 Presupunem că relația este adevărată pentru orice hartă care are n frontiere. Considerăm o hartă cu l = n + 1 frontiere, S țări și p vârfuri. Distingem două situații: 1. Pentru orice pereche de vârfuri ale hărții există un drum unic care le unește de-a lungul frontierelor (există cel puțin unul, deoarece harta este conexă). În acest caz harta nu conține nici un contur închis. În acest caz S = 1. Să arătăm că pe o astfel de hartă se va găsi cel puțin un vârf aparținând numai unei singure frontiere (de exemplu 1A sau 3A) numit vârf extrem. Să luăm un vârf arbitrar. Dacă el nu este extrem, atunci el reprezintă capătul a cel puțin două frontiere. Să parcurgem una dintre frontiere până la al doilea vârf al său. Dacă nici acest vârf nu este extrem, atunci el constituie capătul unei alte frontiere și parcurgem această frontieră până la al doilea capăt al ei și așa mai departe. Deoarece harta nu conține contururi închise, nu ne vom întoarce la nici unul din vârfurile parcurse înainte și după un număr finit de pași ajungem la un vârf care va fi extrem. Îndepărtând acest vârf împreună cu o frontieră care îl are drept capăt, obținem o nouă hartă în care l′= l - 1, S′ = S, p′ = p - 1 . Din ipoteza de inducție, S′+ p′= l′ + 2 de unde S + p = l + 2. 2. Există două vârfuri unite prin mai multe drumuri: Îndepărtând una dintre frontierele acestui contur (fără vârfuri) obținem o nouă hartă conexă în care l′= l- 1, p′ = p , S′ = S - 1. Din ipoteza de inducție S′ + p′= l′ + 2, de unde S + p = l + 2. 244 / 331 Exemplul 5 Un stat extrem de întins, al cărui teritoriu dispune de resurse limitate de apă, își reorganizează administrația teritorială internă. Se dorește o reîmpărțire pe regiuni astfel încât sursele de apă să nu rămână în interiorul regiunilor, ci să fie situate pe frontiera acestora, pentru ca toate regiunile să aibă ușor acces la apă. Persoana responsabilă cu acest proiect trebuie să studieze posibilitatea de a configura un număr de regiuni egale cu jumătate din numărul de surse de apă și încă o regiune – capitala administrativă. Există vreo șansă pentru realizarea acestui proiect? Din nou, vom formula o problemă asociată cu situația descrisă. Să spunem că avem 2n (unde n ≥ 1) surse de apă situate în interiorul granițelor statale (în interiorul unui poligon convex). Trebuie să vedem dacă putem împărți acest teritoriu (poligon) în n + 1 regiuni (poligoane convexe), astfel încât toate cele 2n surse să se găsească pe frontierele acestor regiuni (poligoane). Enunțul problemei va fi: Fie 2n, (unde n ≥ 1) puncte distincte situate în interiorul unui poligon convex. Să se demonstreze că poligonul se poate împărți în n+1 poligoane convexe astfel încât toate cele 2n puncte să se găsească pe frontierele acestor poligoane. 2P B P d A 1 Notăm cu P(n) propoziția din enunț. Pentru n = 1 avem două puncte. Dreapta determinată de acestea împarte poligonul în două poligoane convexe. Presupunem P(n - 1) adevărată și fie 2n puncte în interiorul poligonului, n ≥ 2 (vezi reprezentare). Fixăm o dreaptă d care trece prin interiorul poligonului. Notăm cel mai apropiat punct din cele 2n puncte cu A, iar cu B pe cel ales dintre celelalte 2n - 1 puncte pentru care unghiul format de AB cu dreapta d să fie minim (măsurat în sens trigonometric). Dreapta AB împarte poligonul în două poligoane convexe, și 2P, astfel 1P 245 / 331 încât 1P nu conține în interior nici unul dintre cele 2n puncte, iar 2P conține în interior cel mult 2n - 2 = 2· (n - 1) puncte. Dar P(n - 1) este adevărată, deci poligonul inițial se împarte în n + 1 poligoane convexe, pe ale căror laturi se află toate cele 2n puncte. Metoda inducției matematice este una dintre cele mai utilizate metode, aplicații frecvente întâlnindu-se în algebră, aritmetică, teoria numerelor și geometrie. Metoda inducției constă în trecerea de la afirmații (cazuri) particulare la afirmații generale a căror valabilitate se deduce din valabilitatea cazurilor particulare. Inducția matematică ne permite să facem: • calcule; • demonstrații; • construcții (geometrice); • determinarea locurilor geometrice. Toate acestea se pot formula în contexte sau situații reale diferite, ceea ce ne permite să utilizăm metoda în numeroase situații. alizați 3 exemple de construcţii geometrice cu ajutorul inducţiei Aplicaţii și teme de reflecție 1. Re matematice. 2. Dați exemple de 2 situații-problemă din economie și din chimie la care putem utiliza inducția matematică. 246 / 331 Probleme aritmetice care se rezolvă prin metode atipice Contribuţia metodelor atipice de rezolvare a problemelor la dezvoltarea gândirii creatoare a elevului Scopul studierii matematicii este acela de a-i oferi elevului instrumentele necesare pentru a rezolva problemele întâlnite în viaţa de zi cu zi. Cum problemele cotidiene sunt de natură multiplă, şi căile de rezolvare ar trebui să fie multiple. Abordarea rezolvării problemelor prin metode consacrate nu răspunde întotdeauna unor nevoi imediate. De aceea, şcoala vine în întâmpinarea necesităţilor elevilor şi prin abordarea rezolvării problemelor prin metode mai puţin consacrate, aşa-numitele metode atipice. Construită ad-hoc, rezolvarea acestor probleme are un mare potenţial de stimulare a gândirii creatoare a elevilor, a flexibilităţii, originalităţii şi fluidităţii gândirii. Conduita este creativă deoarece nici o problemă nu este identică cu alta, elevul fiind pus în situaţia de a descoperi căile de rezolvare. Prin caracterul lor interactiv, precum şi prin scoaterea elevului din „tiparele” rezolvării problemelor prin metode consacrate, metodele atipice sunt îndrăgite de către elevi, deoarece în cadrul acestor activităţi aceştia au posibilitatea de a se manifesta liber, de a-şi da frâu liber intuiţiei, imaginaţiei creatoare şi gândirii divergente. Cadrul didactic are menirea de a încuraja ideile spontane ale elevilor, arătându-le acestora că orice idee nouă este utilă, chiar dacă, pentru moment, nu ajută la aflarea soluţiei problemei. Se va observa că, treptat, elevul va trece spre o gândire structurată, identificând cu oarecare uşurinţă căile atipice de rezolvare a problemelor. În general, pentru a rezolva o problemă este necesar să se cunoască punctul de plecare, adică datele problemei, şi punctul la care trebuie să se ajungă, adică răspunsul la întrebare. Oricare ar fi modalitatea de abordare a rezolvării (prin metode uzuale sau prin metode atipice) este necesară parcurgerea unor etape intermediare. Etape ale • Cunoaşterea datelor problemei; rezolvării unei Înţelegerea conţinutului/acţiunii problemei; probleme • • Analiza problemei pentru reţinerea datelor, a relaţiilor dintre acestea, a răspunsului ce trebuie aflat; • Identificarea procedeului de rezolvare; • Redactarea rezolvării, cu efectuarea operaţiilor aritmetice corespunzătoare; • Activităţi suplimentare: verificarea răspunsului, scrierea rezolvării sub forma unei expresii numerice, alte procedee de rezolvare, complicarea problemei, compunerea unor probleme asemănătoare ş.a. intre metodele atipice de rezolvare a problemelor, care stimulează la cote maxime Metode atipice de D enţialul creator al elevilor amintim: rezolvare a pot problemelor • Rezolvarea problemelor cu ajutorul schemelor logice; aritmetice • Rezolvarea problemelor folosind diagrame; • Rezolvarea problemelor folosind transpunerea datelor în tabele; • Problemele de logică şi perspicacitate. 247 / 331 Rezolvarea • Un mare număr de probleme aritmetice se pot rezolva cu ajutorul schemelor. problemelor cu Schema de rezolvare u rmăreşte cu rigurozitate datele problemei, operaţiile ajutorul i mplicate şi, de asemenea, calculele intermediare care conduc la soluţia schemelor logice problemei. Exemplu: La brutărie s-au fabricat într-un cuptor 84 de pâini şi în altul 92. S-au vândut dimineaţa 68 de pâini, în timpul prânzului 54 şi după-amiază 28 de pâini, iar pâinile rămase au fost trimise la un adăpost de animale. Câte pâini au fost trimise la adăpost? Rezolvare: Problema se poate rezolva în mai multe moduri, două dintre acestea fiind corespunzătoare schemelor de mai jos: a) b) Se observă că schemele anterioare sunt construite din mai multe „etaje”, corespunzătoare firului logic al rezolvării. Prima dintre ele respectă ordinea introducerii datelor în problemă, iar cea de-a doua se efectuează în urma unei analize minuţioase a datelor şi stabilirea relaţiilor dintre acestea. • O problemă pentru a cărei rezolvare se foloseşte metoda mersului invers poate fi reprezentată mai întâi sub formă schematică, facilitând mult înţelegerea acestei metode tipice. După această etapă elevilor le va fi mai uşor să abordeze calea „clasică” de rezolvare, abordând-o sub forma unei expresii numerice: Exemplu: Corina îi spune lui Andrei: „Mă gândesc la un număr, îl dublez, apoi scad 15. Diferenţa obţinută o împart la 3, iar la cât adaug 95 şi obţin 100. La ce număr m-am gândit?” 248 / 331 Rezolvare: Pasul 1 – Se desenează schema ce urmăreşte şirul operaţiilor descrise în enunţul problemei, până la aflarea răspunsului final (100). Pasul 2 – Se determină operaţiile inverse şi se completează schema, parcurgând drumul în sens invers: Pasul 3 – Se efectuează calculele folosind mersul invers: Deci numărul la care s-a gândit Corina este 15. evii sunt familiarizaţi cu diagramele încă din clasa pregătitoare, când operează cu Rezolvarea El lţimi de obiecte, determină prin numărare cardinalul mulţimii, stabilesc problemelor mu orespondenţa biunivocă între elementele a două mulţimi etc. folosind c diagrame lemă a cărei rezolvare se realizează cu ajutorul unei diagrame: Exemplu de prob În clasa noastră există 2 elevi care nu practică niciun sport. Ştiind că 17 elevi practică dansul sportiv şi 13 tenisul, iar 5 copii practică ambele sporturi, aflaţi câţi elevi sunt în clasă. Rezolvare: 249 / 331 Pentru realizarea desenului, elevii au considerat patru mulţimi disjuncte. Prin reuniunea elementelor celor patru mulţimi au putut afla cardinalul mulţimii care reprezintă numărul total al elevilor din clasă. Rezolvarea • Problemele de organizare a datelor în tabele se rezolvă începând cu clasa a II- problemelor a , aşa cum prevede noua programă şcolară. Conţinutul se reia şi se dezvoltă în folosind cl asele următoare. transpunerea datelor în tabele Exemplu: Maria a citit o carte de luni până sâmbătă. În fiecare zi, începând de marţi, a citit dublul paginilor din ziua precedentă. Ştiind că sâmbătă a citit 96 de pagini, aflaţi câte pagini are cartea. Rezolvare: Se construieşte un tabel cu zilele săptămânii pe prima linie şi calculul numărului de pagini citite în fiecare zi pe cea de-a doua linie. Tabelul se va completa de la dreapta la stânga, efectuând calculele cerute de enunţul problemei. Luni Marţi Miercuri Joi Vineri Sâmbătă 6 : 2 = 3 12 : 2 = 6 24 : 2 = 12 48 : 2 = 24 96 : 2 = 48 96 (pagini) (pagini) (pagini) (pagini) (pagini) (pagini) Total – 189 pagini • Un alt tip de problemă de transpunere a datelor în tabele îl reprezintă acela în care, dându-se un grafic, elevii trebuie să îl citească, să îl interpreteze, să imagineze un tabel şi să structureze datele în tabelul creat astfel încât să faciliteze rezolvarea problemei. Întocmirea tabelului reprezintă partea cea mai dificilă parte a rezolvării, însă şi partea în care este antrenată cel mai mult gândirea creatoare elevilor. Exemplu: Ana, Ioana şi Maria au participat la concursul de matematică „Viitori Olimpici” timp de trei luni (martie, aprilie şi mai), obţinând punctajul ilustrat în graficul de mai jos. Alcătuiţi un tabel cu punctele obţinute de cele trei fete în fiecare lună şi calculaţi punctajul total al fiecăreia, precum şi punctajul total din fiecare lună al fetelor. Completaţi apoi propoziţiile: a) Cel mai mare punctaj a fost obţinut de .................................................. . b) Cele mai multe puncte au însumat fetele în luna ..................................... . c) Punctajul final al echipei formată din cele trei fete este ...................... . 250 / 331 140 120 100 80 Martie 60 Aprilie 40 Mai 20 0 Ana Ioana Maria Rezolvare: Pasul 1 – Se desenează tabelul: Ana Ioana Maria Total martie aprilie mai Total Pasul 2 – Se trec datele care se pot citi din grafic: Ana Ioana Maria Total martie 120 p 70 p 130 p aprilie 90 pag. 130 p 80 p mai 100 p 110 p 90 p Total Pasul 3 – Se efectuează calculele necesare: Ana Ioana Maria Total martie 120 p 70 p 130 p 320 p aprilie 90 p 130 p 80 p 300 p mai 100 p 110 p 90 p 300 p Total 310 p 310 p 300 p 920 p Pasul 4 – Se completează propoziţiile lacunare: a) Cel mai mare punctaj a fost obţinut Ana şi Ioana. b) Cele mai multe puncte au însumat fetele în luna martie. c) Punctajul final al echipei formată din cele trei fete este 920 de puncte. Rezolvarea O categorie aparte de probleme o constituie problemele de perspicacitate, pentru a ăror rezolvare nu dispunem de căi cunoscute. Astfel de probleme pun la grea problemelor de c încercare rezolvitorul, care, pe baza experienţei sale anterioare, trebuie să descopere logică şi odalitatea de a afla răspunsul. perspicacitate m Această activitate de descoperire are un rol formativ deosebit: dezvoltă gândirea logică, cultivă originalitatea, flexibilitatea şi mobilitatea gândirii, formează trăsături caracteriale pozitive. 251 / 331 Unele probleme de perspicacitate pot fi rezolvate uneori cu ajutorul transpunerii datelor în tabele. Exemplu: Împăratul Roşu, Împăratul Verde şi Împăratul Negru s-au întâlnit la nunta unui alt împărat vecin. Împăratul Verde detestă culoarea roşie. Niciunul dintre cei trei nu poartă pălărie colorată corespunzător numelui său. Aflaţi ce culoare are pălăria fiecărui împărat. La început, elevii vor fi derutaţi de multitudinea informaţiilor şi le va fi greu să structureze datele, de aceea li se va sugera desenarea unui tabel în care datele vor fi “ordonate”. Rezolvare: Pasul 1 –Se desenează tabelul: Împăratul Roşu Împăratul Verde Împăratul Negru pălărie roşie pălărie verde pălărie neagră Pasul 2 – Se scrie cuvântul „nu” în celulele corespunzătoare din tabel, aşa cum reiese din datele problemei. Dacă Împăratul Verde detestă culoarea roşie, înseamnă că el nu poate avea pălărie roşie, dar nici verde: Împăratul Roşu Împăratul Verde Împăratul Negru pălărie roşie nu nu pălărie verde nu pălărie neagră nu Pasul 3 – Din prima linie a tabelului deducem că pălăria roşie este purtată de Împăratul Negru, deoarece nici Împăratul Roşu şi nici cel Verde nu o poartă (aşa rezultă din datele problemei): Împăratul Roşu Împăratul Verde Împăratul Negru pălărie roşie nu nu DA pălărie verde nu pălărie neagră nu Pasul 4 – Deducem că pălăria verde nu este purtată de Împăratul Negru. Aşadar pălăria verde este a Împăratului Roşu. Completăm cu aceste date a doua linie a tabelului: Împăratul Roşu Împăratul Verde Împăratul Negru pălărie roşie nu nu DA pălărie verde DA nu nu pălărie neagră nu Pasul 5 – Ştiind că Împăratul Roşu are pălărie verde, iar Împăratul Negru are pălărie 252 / 331 roşie, singura variantă disponibilă este că Împăratul Verde poartă pălărie neagră. Se completează ultima linie a tabelului: Împăratul Roşu Împăratul Verde Împăratul Negru pălărie roşie nu nu DA pălărie verde DA nu nu pălărie neagră nu DA nu ctivitatea de compunere a problemelor contribuie la cultivarea şi dezvoltarea Compunerea de A acităţilor creatoare ale gândirii, la sporirea flexibilităţii ei, la educarea probleme cap perspicacităţii, inteligenţei şi imaginaţiei. Compunerea de probleme având ca suport diferite tipuri de scheme, diagrame, imagini etc., antrenează gândirea creatoare, logică, elevii devin mai activi, capătă încredere în capacităţile lor, siguranţă şi independenţă în gândire. Exemple de sarcini didactice: • Compuneţi o problemă după următoarea schemă: Din datele înscrise în schemă, elevii deduc operaţiile aritmetice implicate în rezolvare şi domeniul din viaţa reală pe care îl abordează problema compusă de ei. Un exemplu de problemă compusă după schema de mai sus poate fi următorul: În livada bunicului sunt 5 rânduri cu câte 7 meri, 7 rânduri cu câte 8 pruni şi 2 rânduri cu câte 9 peri. Câţi pomi sunt în total? • Compuneţi câte o problemă după următoarele imagini: a) b) Având ca suport cele două imagini, elevii vor compune probleme de tipul: a) În grădină au înflorit 6 lalele şi 4 margarete. Câte flori au înflorit în total? 253 / 331 sau: Am 4 margarete şi 6 lalele. Cu câte sunt mai multe lalelele decât margaretele? b) Pe o ramură s-au aşezat 8 fluturaşi. Doi dintre aceştia au zburat. Câţi fluturaşi au rămas pe ramură? Construirea unor desene, grafice, diagrame, scheme constituie pentru şcolarul mic un real sprijin pentru rezolvarea tuturor problemelor de aritmetică, începând chiar din clasa pregătitoare. Aceasta se explică prin faptul că, la vârsta şcolarităţii mici, copilul are o gândire preponderent intuitivă, aflându-se în stadiul operaţiilor concrete, şi orice material ilustrativ sau grafic îi orientează mersul gândirii şi îi structurează operaţiile mentale care converg spre rezolvarea problemei. 1. Alcătuiţi un eseu de 1-2 pagini în care să specificaţi rolul profesorului în Aplicaţii și teme de reflecție activitatea de rezolvare prin metode atipice (scheme, grafice, tabele), astfel încât această activitate să antreneze la cote maxime creativitatea elevilor. 2. Compuneţi o problemă care să conţină în enunţ un grafic și ale cărei date elevii să le transpună într-un tabel. 254 / 331 Probleme cu caracter aplicativ care se rezolvă utilizând noțiuni de analiză matematică - clasele XI-XII O metodă activă frecvent utilizată: analizarea și interpretarea rezultatelor unor exemple de situații practice Există mulți adepți ai metodelor active, care acordă o mare importanță potențialului generator ale acestora. Datorită aplicării acestor metode, elevul devine factor activ , execută sarcini concrete de lucru și, în același timp, ajunge să dețină controlul asupra activităților proprii de învățare. Resursele pe care le activează îi vor da sentimentul de autenticitate: va da curs propriei inițiative, va avea autonomie și putere de decizie și va participa activ în propria formare. Din această perspectivă, metodele active sunt eficiente, evidențiind personalitatea fiecăruia. Învățarea centrată pe subiect nu diminuează rolul profesorului, al organizării educative în ansamblu, dar îi modifică orientarea spre planificarea activității, pregătirea minuțioasă a activității și motivarea pentru derularea și finalizarea acesteia. Metodele active, ca formulă de educație centrată pe elev, au la bază Metodele active au la bază câteva principii: o filozofie educațională care susține educația Profesorii și elevii (în anumite situații și alții) își împart centrată pe elev-subiect • responsabilitatea învățării; • Climatul activității trebuie să fie unul care să faciliteze formarea complexă a elevului; • Primordial este de a învăța cum să învățăm ceea ce ne interesează; • Disciplina necesară activității să devină autodisciplină; • Evaluarea semnificației învățării să devină autoevaluare; • Profesorul trebuie receptat ca un furnizor de resurse pentru învățare. Metodele active antrenează o comunicare ale cărei elemente sunt: • Emițătorul (mediatorul) este cel care facilitează activitatea, intervine în situații de cumpănă, cooperează cu subiectul în activitate; • Subiectul este cel care posedă toate resursele necesare unei noi experiențe de învățare, participă la stabilirea activităților, a materialelor de învățat și a colaboratorilor; • Conținutul comunicării: comportamente exploratorii, experiențe derulate în sarcina directă a subiectului, experiențe care determină progresul și dezvoltarea acestuia; • Direcția comunicării: de la cel care se educă la profesor, acesta din urmă fiind subordonat nevoilor celui care se educă. Din această perspectivă, rolul profesorului este determinant în pregătirea strategică a derulării unei activități de învățare. La clasele mari, rolul devine tot mai dificil pentru profesorul care dorește să convingă elevul de aplicabilitatea conținuturilor disciplinei. De cele 255 / 331 mai multe ori, prin aplicații ale matematicii se înțelege utilizarea unei teoreme sau proprietăți cunoscute în demonstrarea alteia, utilizarea unui algoritm în rezolvarea unui tip de probleme, folosirea unei formule de calcul prin modificarea valorilor pentru componentele acesteia. În învățământul actual, aplicabilitatea se referă de fapt la situațiile reale, posibile și cunoscute. Dacă rapoartele, proporțiile, calculele cu procente, determinările de lungimi, perimetre sau arii, combinatorica, operațiile cu vectori, probabilitățile se regăsesc într-o multitudine de exemple și aplicații practice, întâlnite sau cunoscute în viața noastră, conținuturile analizei matematice de liceu nu se întâlnesc ușor (de fapt aproape deloc) în viața noastră. Cel puțin la prima vedere. Elevul nu cunoaște rolul analizei în formarea inginerilor care se ocupă de construcții, energetică, telecomunicații sau modul în care funcțiile guvernează evoluția economică a unei firme, a unei bănci sau a economiei unui stat. Profesorul nu are la dispoziție orele de curs necesare prezentării, măcar pe scurt, a unor asemenea informații. Și astfel, profesorul trebuie să se mulțumească doar cu selectarea unor exemple (împrumutate de pe site-uri de specialitate sau din anumite cursuri) care să fie prezentate extrem de sumar, să fie soluționate și discutate în ansamblu, cu observarea soluțiilor obținute și a anumitor particularități ale contextelor.. În continuare, prezentăm câteva astfel de exemple. vem un exemplu din ceea ce numim „economia de piață”. Este dificil Exemplul 1 A ajuns la funcții ca instrument de Departamentul de cercetare de explicat elevului cum s-a determinare a cuantumului vânzărilor în funcție de reglarea ofertei de de piață al unui lanț de prețuri. farmacii a determinat că, pentru un magazin, prețul Rezolvare: limită p'(x) pentru x tuburi Vom folosi cunoștințe de analiză matematică din clasa a XII-a și vom de o anumită marcă de determina ușor o primitivă, deoarece putem determina constanta C, pastă de dinți, pe o având anumite date precizate. săptămână, este dat de p'(x)= - 0,015xe01,0−. Să se p(x) =−= -0,015−= −dxex01,0015,0dxex01,0 ∫ ∫ găsească relația (ecuația) x−−01,0 preț - cerere, dacă cererea −)01,0(015,0 săptămânală este de 50 de dxe∫ −01,0 tuburi când prețul unui tub este de 4,35 lei. Să se dueu5,1= 1,5ue+C determine cererea I = ∫ săptămânală când prețul ,0− unui tub este de 3,89 lei. p(x) = 1,5xe01+ C 01,0⋅5,0− − 4,35 și obținem C = 4,35 - 1,5∙ e p(50) = 1,550e+ C = Utilizăm un calculator și găsim valoarea (aproximativă): 256 / 331 C = 4,35 – 0,91= 3,44 Așa că avem p(x) = 1,5xe01,0−+ 3,44 Rezolvăm ecuația p(x) = 3,89 1,5xe01,0−+ 3,44= 3,89 1,5xe01,0−= 0,45 x01,0− e= 0,3 -0,01x = ln0,3 x = -100ln0,3≈ 120 (tuburi) Putem să dăm ca temă de proiect un studiu asemănător în care urmărim un articol vândut de o farmacie (presupunem că avem un protocol în acest sens cu respectiva firmă) pe un anumit termen, articol care a beneficiat de o reducere de preț în acest interval de timp. in punct de vedere matematic, este o problemă asemănătoare cu cea Exemplul 2 D precedentă, doar că motivația problemei diferă. Un post de radio lansează o campanie publicitară Trebuie să rezolvăm ecuația S(t) = 41000 în t, știind că S'(t) = 602/1t și agresivă care se dezvoltă S(0) = 27000. odată cu numărul de 2/3 ′ Mai întâi determinăm = dtt2/160= 60t+ C = ascultători zilnici. De dttS)( ∫∫ 3 regulă, postul de radio are 2 un număr de 27000 de ascultători zilnic, iar 402/3t+ C. managerul se așteaptă ca acest număr, S(t), să Deoarece S(0) = 27 000, obținem C = 27 000. crească cu o rată de S'(t) = 602/1t ascultători/zi, unde t Astfel avem S(t) = 402/3t+ 27 000. este numărul de zile care au trecut de când a început A cum rezolvăm ecuația S(t) = 41 000 campania publicitară. Cât 402/3t+ 27 000 = 41 000 trebuie să dureze campania pentru ca numărul de 402/3t= 14 000 ascultători zilnici să crească la 41 000? 2/33/2 49, 664 t= 350 , t = 350≈ Deci campania trebuie să dureze 50 de zile. in nou va trebui să „ocolim” generarea funcției S, dar suntem datori Exemplul 3 D să explicăm și să interpretăm ce reprezintă sau ce informații ne oferă Totalul vânzărilor unei S(25) și S'(25). firme (în milioane euro) pe t luni față de un moment de 257 / 331 referință (acum) este dat de ) [ Definim funcția S: →R dată de S(t) = t+2. ∞;0 S(t) = t+2. Găsiți și interpretați S(25) și S'(25). S(25)= 25+2 = 7 Folosiți aceste rezultate eterminăm S′(t) în patru pași: pentru a estima totalul D vânzărilor după 26 de luni +2 și după 27 de luni. 1. S(t+h) = ht+ 2. S(t+h) - S(t) = ht++2 - t- 2 = ht+ - t tht++ +tht−+ + 3. tShtS)()(−=tht−= ∙= hhhtht+ + tht−+h1 = =, h≠0 )(thth++)(thth++ tht++ + 4. S'(t) = limtShtS)()(−=lim1=1=1, 0→0→ hh htht+ +tt +t2 t > 0, funcția S' având domeniul de definiție (0, ). ∞ Și avem S' (25) = 1= 0,1 252 Prin urmare, 25 de luni începând de acum, totalul vânzărilor va fi de 7 milioane de euro, iar vânzările vor spori cu o rată de 0,1 milioane de euro pe lună. Astfel, dacă rata de schimb valutar rămâne aceeași, vânzările vor crește la 7,1 milioane după 26 luni, 7,2 milioane după 27 luni și așa mai departe. Chiar dacă S'(t) nu este o funcție constantă, aceste valori furnizează estimări utile despre totalul vânzărilor în problema prezentată. Să ne oprim asupra unui exemplu care nu ridică probleme (matematice) Aplicații care ridică n soluționare, dar care poate determina nelămuriri de altă natură. semne de întrebare î O firmă are de achitat o taxă anuală pentru poluare în cuantum de 20$ pe tonă, pentru fiecare tonă de substanțe poluante emise în atmosferă. Această taxă este prevăzută pentru o emisie de până la maxim 15 tone. Dacă cantitatea de substanță poluantă este cuprinsă între 15 și 25 de tone, firma va plăti doar câte 10$ pe tonă, iar pentru o cantitate mai mare de 25 de tone firma este scutită de taxa pentru poluare atmosferică. a) Definiți o funcție care să determine valoarea taxei de poluare în funcție de cantitatea de substanțe poluante emise; b) Care este limita la care tinde valoarea taxei când avem o emisie de substanțe poluantede aproximativ 15 tone? Dar pentru 20 de tone 258 / 331 și,respectiv, 30 de tone? După cum se observă, problema are o rezolvare simplă și rapidă. Funcția este ușor de determinat: 20 ,15x pentru x⋅≤  = ⋅∠≤ )) [[ , iar ∞→∞,0,0:f, ( ) 10 , 15 25f x x pentru x  0,25pentru x 〉  soluționarea se rezumă la determinarea limitei când x se apropie de valorile: 15, 20 și 30. Dar e foarte probabil ca, dincolo de bucuria soluționării rapide a unei astfel de probleme ușoare, elevii să se concentreze și pe ceea ce exprimă de fapt conținutul. Concret: dacă o firmă emite în atmosferă o anumită cantitate de poluant, plătește o taxă, dacă depășește acea cantitate, plătește mai puțin, iar pentru cantități mai mari este complet scutită de obligația achitării taxei. E ciudat, poate părea chiar revoltător. Dar nu este așa de simplu cum pare. Această taxă se stabilește în acest mod ca urmare a unei politici a statului respectiv. Există o legătură între cantitatea de poluant emisă și „capacitatea fizică” a firmei respective. Iar capacitatea firmei presupune un anumit număr de locuri de muncă. Prin urmare, dacă statul dorește să încurajeze firmele mari, astfel încât populația să beneficieze de o piață mai mare de locuri de muncă, va folosi și un astfel de „instrument de încurajare”. Pe lângă multe altele. 1. Folosind ca model exemplele de mai sus, structurați o listă de Aplicaţii și teme de robleme aplicative pentru care utilizăm noțiuni de analiză reflecție p matematică de clasa a XII-a. 259 / 331 Probleme care se rezolvă prin metode tipice Valoarea formativă a rezolvării problemelor tipice Problemele tipice sunt acele construcţii matematice a căror rezolvare se realizează după un algoritm specific. O asemenea problemă este uşor de rezolvat dacă elevul reuşeşte să o încadreze într-o anumită categorie al cărui algoritm de rezolvare este cunoscut. Activitatea de rezolvare a problemelor tipice presupune mobilizarea tuturor componentelor psihicului, cu reale valenţe în dezvoltarea formativă a elevului, cu precădere a gândirii logice şi creatoare, a independenţei în gândire, a capacităţii de abstractizare şi generalizare, a memoriei şi inteligenţei. Reprezintă o activitate care presupune stăpânirea unui bagaj de cunoştinţe matematice diverse: tehnici de calcul, definiţii, reguli, vocabular matematic. Rezolvarea problemelor tipice presupune un efort intelectual superior, ce reprezintă un continuu antrenament, care are ca efect nu numai dezvoltarea capacităţilor intelectuale, ci şi a celor motivaţionale şi volitive. t fi rezolvate la clasă sau în cadrul cercurilor de Categorii de probleme La ciclul primar po atematică următoarele categorii de probleme: tipice m • Probleme care se rezolvă prin metoda figurativă (grafică); • Probleme de presupunere (metoda falsei ipoteze); • Probleme de egalare a datelor (metoda aducerii la același termen de comparaţie sau metoda comparaţiei); • Probleme de rest din rest (metoda mersului invers); • Probleme de mişcare (a căror rezolvare se bazează pe relaţia d = v × t) – metodă care constituie o altă temă a cursului de formare. La gimnaziu, pe măsură ce vor fi însuşite conţinuturi mai complexe, se vor rezolva şi alte categorii de probleme tipice, cum ar fi: • Probleme de împărţire a unui număr în părţi proporţionale; • Probleme rezolvabile prin regula de trei compusă; • Probleme de amestec şi aliaje. Procedee de rezolvare a • La ciclul primar problemele tipice se rezolvă prin raţionament problemelor tipice aritmetic; • La ciclul gimnazial problemele se rezolvă prin raţionament preponderent algebric. Prin intermediul activităţii de rezolvare a problemelor tipice se realizează saltul de la gândirea concretă la cea abstractă, atât de necesară pentru studiul matematicii în etapele şcolare următoare. Etapa de generalizare a rezolvării fiecărui tip de problemă nu trebuie să lipsească din practica didactică. Aceasta se va desfăşura după ce elevii şi-au însuşit algoritmul metodei predate, rezolvând mai multe probleme de acelaşi tip. 260 / 331 Metode de rezolvare a unor probleme tipice la ciclul primar roblemele care se rezolvă prin metoda figurativă se împart în mai multe Metoda figurativă P (metodă prezentată în detaliu categorii: într-o altă temă a cursului de formare) • Probleme de aflare a două numere când se cunosc suma şi diferenţa lor. Exemplu: Mihai şi Luca cântăresc împreună 50 kg. Ştiind că Luca are cu 6 kg mai mult decât Mihai, aflaţi care este masa fiecăruia. • Probleme de aflare a două numere când se cunosc suma şi raportul lor. Exemplu: În vacanţă, Alina a rezolvat de 3 ori mai multe probleme decât Iulia, sora sa mai mică. Aflaţi câte probleme a rezolvat fiecare, ştiind că numărul total al problemelor rezolvate de fete este 72. • Probleme de aflare a două numere când se cunosc diferenţa şi raportul lor. Exemplu: Mărul plantat de Ioana a făcut cu 15 fructe mai multe decât părul. Perele sunt de 4 ori mai puţine decât merele. Câte mere şi câte pere are Ioana? • Problemele în care mărimile se figurează una câte una. Exemplu: Din fructele pe care le are într-un coş, Adina poate forma grupe de câte 1 pară şi 4 prune. Dacă mănâncă 2 pere şi mai adaugă 2 prune, va putea forma grupe de câte 1 pară şi 6 prune. Câte pere şi câte prune au fost la început în coş? oate fi rezolvată o problemă în care, plecând Metoda falsei ipoteze Prin metoda falsei ipoteze p de la întrebare, se face o presupunere arbitrară (ipoteză) asupra uneia dintre datele necunoscute, despre care se ştie din start că este falsă. Pe baza presupunerii se ajunge la un rezultat care nu este în concordanţă cu cel din datele problemei. Se va compara rezultatul obţinut pe baza presupunerii cu cel real şi se va vedea ce s-a greşit când am făcut presupunerea. Se va obţine un număr care ne arată de câte ori va trebui sa mărim sau să micşorăm rezultatul presupunerii pentru a afla răspunsul corect. Exemplu: Cantitatea de 344 kg de tomate s-a ambalat în 24 de lădiţe de câte 12 kg şi 16 kg. Câte lădiţe de fiecare fel s-au folosit? Rezolvare – primul procedeu: Pornim de la o ipoteză falsă. Presupunem că toate lădiţele sunt de 12 kg. Prin urmare cantitatea de tomate ambalată va fi: 24 x 12 kg = 288 kg 261 / 331 Însă din datele problemei cunoaştem că întreaga cantitate de tomate este de 344 kg, aşadar, apare o diferenţă de: 344 kg – 288 kg = 56 kg Cele 56 kg de tomate reprezintă cantitatea care se ambalează în plus în lădiţele mai mari. În fiecare lădiţă mare se adaugă în plus: 16 kg – 12 kg = 4 kg Putem determina numărul lădiţelor care conţin 16 kg de tomate: 56 : 4 = 14 (lădiţe mari) Atunci, lădiţe de 12 kg vor fi: 24 – 14 = 10 (lădiţe mici). Al doilea procedeu de rezolvare: Pornim de la o altă ipoteză falsă şi anume că toate lădiţele sunt mari. Atunci cantitatea totală de tomate ar fi fost de: 24 x 16 kg = 384 kg Însă cantitatea reală de tomate este de numai 344 kg, diferenţa dintre cele două cantităţi (cea rezultată în urma presupunerii şi cantitatea reală) este de: 384 kg – 344 kg = 40 kg Această diferenţă apare pentru că într-o lădiţă mică încap cu 16 kg – 12 kg = 4 kg mai puţin decât într-una mare. Putem calcula numărul lădiţelor de 12 kg: 40 : 4 = 10 (lădiţe mici). Numărul lădiţelor de 16 kg va fi: 24 – 10 = 14 (lădiţe mari) Problemele de acest tip se pot recunoaşte uşor după modul în care este Metoda aducerii la acelaşi formulat enunţul, care este alcătuit din două situaţii distincte. Caracteristic termen de comparaţie sau tei metode este faptul că mărimile sunt comparate, în rezolvare metoda comparaţiei aces ajutându-ne de relaţia de proporţionalitate care există între acestea. Scopul principal este eliminarea unei necunoscute. Aşezarea datelor se face cu respectarea relaţiilor date între mărimi. Pentru o rezolvare facilă datele se vor scrie unele sub altele pe două şiruri, astfel încât comparaţia dintre valorile aceleiaşi mărimi să fie pusă în evidenţă în mod vizibil. Problemele de egalare a datelor, care se rezolvă prin metoda comparaţiei, se împart în două categorii: • Probleme de eliminare a unei necunoscute prin scădere (reducere). 262 / 331 Exemplu: 3 cuburi de acelaşi fel şi 8 bile identice cântăresc 155 g, iar 2 cuburi şi 4 bile cântăresc 90 g. Cât cântăreşte un cub şi cât cântăreşte o bilă? Rezolvare: Vom aşeza convenabil, pe două şiruri datele problemei: 3 cuburi ............. 8 bile ..................155 g 2 cuburi ..............4 bile ....................90 g Se observă că la niciuna dintre mărimi nu avem date identice pentru a o putea elimina prin scădere. De aceea este necesar să aducem una dintre mărimi la acelaşi termen de comparaţie. Aceasta se poate realiza multiplicând cu 2 mărimile din cel de-al doilea şir. Vom avea: 3 cuburi ............. 8 bile ..................155 g 4 cuburi ..............8 bile ..................180 g Observăm că numărul de bile este identic, deci diferenţa de gramaj înregistrată de această dată provine de la numărul diferit de cuburi. Efectuând diferenţa constatăm că un cub cântăreşte: 180 g – 155 g = 25 g Înlocuim cu această valoare într-una dintre situaţiile menţionate în datele problemei: 2 cuburi ..............4 bile ....................90 g Rezultă că 4 bile cântăresc: 90g - 50 g = 40 g Masa unei bile va fi: 40 g : 4 = 10 g Deci, un cub cântăreşte 25 g, iar o bilă 10 g. • Probleme de eliminare a unei necunoscute prin înlocuirea (substituţia) ei. Exemplu: Pentru o grădiniţă s-au cumpărat 9 păpuşi şi 7 maşinuţe pentru care s-au plătit 375 de lei. Cu preţul unei păpuşi poţi cumpăra 2 maşinuţe. Cât costă o păpuşă? Dar o maşinuţă? Rezolvare: Aşezăm convenabil datele problemei, pe două şiruri: 9 păpuşi ................ 7 maşinuţe ....................... 375 lei. → 1 păpuşă .......... 2 maşinuţe Ţinând cont de aceste date, primul şir se reformulează astfel: 263 / 331 18 maşinuţe .............7 maşinuţe ......................375 lei Efectuând totalul maşinuţelor, putem spune că 25 maşinuţe costă 375 de lei. O maşinuţă costă: 375 : 25 = 15 (lei) Preţul unei păpuşi este: 15 x 2 = 30 (lei) Deci, preţul păpuşii este 30 lei, iar al maşinuţei 15 lei. aracteristica acestei metode este aceea că rezolvarea urmăreşte enunţul Metoda mersului C roblemei de la elementul final către început. Rezolvarea începe cu ultima (drumului) invers p etapă parcursă. Dar nu numai mersul este invers, ci şi operaţiile utilizate în rezolvare sunt inverse celor din problemă. În aceste probleme se figurează mărimile apărute în enunţ, fapt care facilitează mult rezolvarea. Corectitudinea rezultatului obţinut se poate verifica prin înlocuire în problemă şi refacerea calculelor. Exemplu: Alina a rezolvat dintr-o culegere în luna iulie 2 din probleme, în luna 5 august a rezolvat 3 din problemele rămase, în luna septembrie jumătate 4 din problemele nerezolvate şi în octombrie ultimele 12 probleme. Câte probleme sunt în acea culegere? Rezolvare: Vom reprezenta grafic datele problemei şi relaţiile dintre acestea: Din reprezentarea grafică deducem că în lunile septembrie şi octombrie Alina a rezolvat acelaşi număr de probleme, adică 6. În cele două luni a rezolvat: 12 x 2 = 24 (probleme) Problemele rămase de rezolvat după luna iulie sunt în număr de: 24 x 4 = 96 (probleme) 264 / 331 A cincea parte din numărul problemelor cuprinse în culegere este: 96 : 3 =32 (probleme) Numărul total al problemelor din culegere este: 32 x 5 = 160 (probleme)  Recomandăm strategii euristice pentru descoperirea de către elevi a Dezvoltarea creativităţii lgoritmului de rezolvare al problemelor tipice (învăţarea prin elevilor prin activitatea de a scoperire, conversaţia euristică, problematizarea); rezolvare a problemelor de Rezolvarea problemelor prin două sau mai multe procedee şi alegerea tipice  celei mai economicoase căi de rezolvare dezvoltă gândirea creatoare, inteligenţa, ingeniozitatea;  Rezolvarea problemelor de un anumit tip va fi urmată de compunerea de probleme din categoria respectivă;  Însuşirea algoritmului de rezolvare se va finaliza cu etapa de generalizare, prin care elevii deduc schema generală de rezolvare a problemelor care fac parte dintr-o anumită categorie, etapă care contribuie la dezvoltarea gândirii logice şi a independenţei în gândire. crieţi un eseu argumentativ de aproximativ o pagină în care să Aplicaţii și teme de reflecție 1. S exprimaţi opinii pro şi contra privitoare la contribuţia rezolvării problemelor tipice la dezvoltarea creativităţii elevilor. 2. Compuneţi câte o problemă din fiecare categorie de probleme tipice descrise în prezentul material. 265 / 331 Formulele algebrice de calcul prescurtat, utile în construirea unor raţionamente de calcul numeric rapid şi de calcul aproximativ Aspecte metodice şi metodologice ale predării calcului prescurtat în gimnaziu Elevii de gimnaziu fac cunoştinţă cu primele noţiuni legate de formulele de calcul prescurtat în clasa a VII-a, în cadrul unităţii de învăţare „Calcul algebric”. Aceste noţiuni sunt reluate şi aprofundate la algebră, în clasa a VIII-a şi ulterior la liceu. Studiul formulelor de calcul prescurtat vizează, la nivelul programei şcolare, formarea competenţei de aplicare a acestor formule, pentru optimizarea calculelor cu numere reale. Având în vedere faptul că studiul polinoamelor se face abia în liceu, terminologia matematică pentru formulele de calcul prescurtat studiate în gimnaziu va fi adaptată la cunoştinţele elevilor. Este indicat să se evite formulările de tipul „pătratul unui binom” în contextul dat,elevii necunoscând noţiunea de binom. Formularea sinonimă, deşi nu în totalitate agreată, este „pătratul unei sume şi pătratul unei diferenţe”. Calculul algebric este perceput de către cei mai mulţi elevi ca fiind unul abstract şi lipsit de aplicabilitate în viaţa reală. Rolul profesorului de matematică este acela de a facilita înţelegerea noţiunilor prin utilizarea în activităţile de învăţare a unui suport vizual intuitiv, oferit de construcţiile geometrice ale acestor formule. Pentru a evidenţia importanţa studierii formulelor de calcul prescurtat, un rol formativ îl au exerciţiile aplicative de calcul numeric (aproximarea unor rezultate, raţionalizarea numitorilor, calcule mentale etc.).Scopul abordării acestei teme este acela de a prezenta o serie de metode şi procedee specifice pentru dezvoltarea potenţialului creator al fiecărui elev, prin activitatea de rezolvare a problemelor cu grad ridicat de dificultate în care sunt folosite formulele de calcul prescurtat. elevii învaţă calculele cu numere reale şi utilizarea literelor în calcule. Repere strategice În clasa a VII-a, uteţi proiecta activităţi de ale predării - Pentru introducerea formulelor de calcul prescurtat p învăţare de tipul: învăţării formulelor de Efectuarea de calcule mentale pregătitoare: calcul prescurtat • Solicitaţi elevilor să calculeze mental câteva operaţii cu puteri, pentru a reactualiza cunoştinţele de bază: 222 2 22 2 2 10 , 6 , 4 , (6 4) , 6 2 6 4 4 , 14 12 ,+ +⋅⋅+ − 25 2 (14 12) (14 12), 3 , ( )−⋅+ 6 Efectuarea produsului a două paranteze, bazat pe proprietăţile operaţiei de înmulţire a numerelor reale: Propuneţi elevilor ca exerciţiu o serie de calcule de tipul: ⋅+ ()()xy xy+ ( 7) ( 7)aa+⋅+ ( 4) ( 4)xx+⋅+ 222 x xy+ 4xx+ 7aa+ 2 xy y++ 7 49a++ 4 16x++ 2222 2x xy y++ 14 49aa++ 8 16xx+ + 266 / 331 În urma calculelor efectuate, dirijaţi învăţarea spre observarea de către elevi a modului în care s-au obţinut rezultatele finale. Utilizaţi conversaţia euristică şi ghidaţi 22 elevii prin întrebări de tipul: „Cum s-a obţinut termenul x?”, „Dar termenul y?”,„De unde s-a obţinut termenul din mijloc 2xy?”. După stabilirea împreună cu elevii a modului în care se obţin fiecare din termenii rezultatului, adresaţi-le următoarea întrebare: „Cum se poate obţine rezultatul final având în vedere doar prima paranteză?” 222 ()()() 2xy xy xy x xyy+ = +⋅+ = + + ↓ calcul prescurtat Cum interpretăm rezultatul obţinut? Cum putem calcula direct, fără a mai efectua înmulţirea celor două paranteze? 2()xy+= x2 + 2xy + y2 Pătratul primului Dublul produsului Pătratul celui termen celor doi termeni de-al doilea termen Pentru a înţelege că termenii sumei, notaţi formal cu „x” şi „y”, pot fi substituiţi cu orice expresie fără ca identitatea să fie afectată, prezentaţi formula schematic astfel: 22 2 () 2∆+ =∆ + ∆ +  = Prezentaţi exemple în care 2x∆ 3y= 22 2 ++ (2 3 ) 4 12 9x y x xy y+= • Ilustrarea geometrică a formulelor de calcul prescurtat: Realizaţi conexiunea cu noţiunile simple de geometrie legate de formulele pentru aria pătratului şi a dreptunghiului, pe care elevii le cunosc.. Demonstraţiile sunt vizuale, elevii pot urmări raţionamentul pe desene. Utilizaţi planşe didactice cu desenele corespunzătoare pentru fiecare formulă. Iată câteva sugestii: 267 / 331 • Proiectarea de activităţi practice: Având la îndemână cartoane colorate, instrumente de măsură şi foarfece pentru decupat, elevii pot descoperi formula pentru pătratul unei diferenţe cu ajutorul unei activităţi practice dirijate de profesor:  desenaţi un pătrat cu latura a şi un pătrat cu latura b < a, ca în figura de mai jos: b a b a  decupaţi pătratul de latură b: 268 / 331 a a-b- b b b a a - b  împărţiţi suprafaţa obţinută în două părţi congruente: B A  decupaţi partea B şi lipiţi-o de partea A: b a a - b a b a + b În acest fel, elevii observă că suprafaţa cartonului iniţial decupat (pătratul de latură a din care s-a scos pătratul de latură b are aria a² - b².Acesta s-a transformat în dreptunghiul cu dimensiuni a + b şi a - b care are aria de (a+b)(a-b). Cum cele două suprafeţe coincid, se deduce formula: 22 ( )( )a b ab ab− = −⋅+ Recomandări metodologice:  Implicaţi elevii în determinarea formulelor de calcul prescurtat prin exerciţii de 2 efectuare a înmulţirilor. Insistaţi pe faptul că . ( ) ( )(a b)ab ab±=± ±  Prezentaţi formulele de calcul prescurtat ca pe nişte „scurtături” utile în efectuarea mai rapidă a calculelor. Demonstraţi acest lucru prin organizarea de activităţi în pereche (de preferat, în perechi omogene): pentru acelaşi exerciţiu, un elev efectuează calculele, iar celălalt aplică regula de calcul prescurtat, apoi schimbă 269 / 331 rolurile în pereche. Solicitaţi elevilor să compare rezultatele şi să reflecteze asupra timpului de lucru necesar.  Propuneţi exerciţii de aplicare a formulelor pentru aproximări. Atunci când x este foarte mic, termenul x2 poate fi neglijat şi: 2 (1 ) 1 2xx+ ≅+ 22 + ≈+⋅ = De exemplu: 1, 04 (1 0, 04) 1 2 0, 04 1, 08= 2 1, 04 1, 0816 1, 08= ≅  Exemplificaţi modul în care se aplică formulele de calcul prescurtat în raţionalizarea numitorilor: 5 3)+ 2 2( 5 3) 2( 5 3) 2( 5 3)+ = = = + 2253 ++ 25 3 (5 3)(5 3)53= − +− −  Propuneţi exerciţii de calcul numeric rapid, mental: 2 22 101 (100 1) 100 2 100 1 10201= + = +⋅ += 96 104 (100 4)(100 4) 10000 16 9984⋅ = − += −=  Evidenţiaţi situaţiile în care aplicarea formulelor nu este necesară: 2 (14 + 11)2 se calculează mai simplu direct: 25= 625. După introducerea temei, elevii vor reţine că formulele de calcul prescurtat sunt menite să îi ajute să câștige timp în rezolvarea unor exerciţii dificile, cu eforturi foarte mici. După ce le „faceţi cunoștință” elevilor cu aceste formule, primul pas este exersarea acestora prin aplicarea lor directă. Spre exemplu, pentru 22 2 , puteţi propune aplicațiile următoare: ±+ () 2x y x xy y±= 1x 2 2 222 2 2 *2( 2), (2 5), ( 1), (3 2), ( 2), (x ), x , ( 3 2)x x x ab+ etc. + ± −+∈ ± 2x ± Discutaţi cu elevii aspecte legate de forma rezultatului. De exemplu, rezultatul poate avea forma unei sume de doi termeni, unul rațional și unul irațional: 2 (3 2) 3 26 2 5 26+ =+ +=+ Aplicaţii ale Exemple de exerciţii în care se poate observa aplicabilitatea practică a formulelor: formulelor de 2 erenul de sport al şcolii are formă de pătrat cu aria de 324 m. Cu cât trebuie calcul prescurtat 1. T 2 mărită latura terenului pentru ca aria acestuia să se mărească cu 576 m? Pentru rezolvarea problemei, elevii vor apela la cunoştinţele privind aria pătratului şi transcrierea datelor din enunţ sub forma unei ecuaţii: 2 ( 18) 900l+= Rezolvarea ecuaţiei de mai sus se poate face prin aplicarea formulei „diferenţa de 270 / 331 pătrate”: 22 − =⇔+− ⋅++ = ( 18) 30 0 ( 18 30) ( 18 30) 0l ll+ 112lm= −< 248 0l= Cum cea de-a doua valoare este negativă şi nu convine în contextul problemei, soluţia va fi 12 m. 2. Să se calculeze aria unui dreptunghi pentru care știm că lungimea diagonalei este de 48 cm și una dintre lungimile laturilor este de 12 cm. După aplicarea teoremei lui Pitagora se ajunge la o relaţie de tipul: 2 22 . 48 12x= − Deşi elevii sunt obişnuiţi să efectueze calculele sistematic, le puteţi prezenta o scurtătură, care evită operaţiile de ridicare la putere. Aplicarea formulei 22 uşurează mult calculul: ( )( )a b ab ab− = −⋅+ 222 . (48 12) (48 12) 36 60 6 2 15 12 15xx= − ⋅ + = ⋅ = ⋅ ⋅ ⇒= 3. Dintr-o foaie de tablă de formă pătrată, un tinichigiu taie două pătrate de dimensiunile a și b diferite, ca în figură. Să se demonstreze că indiferent de dimensiuni (a și b), tinichigiul o să consume mai mult de jumătate din foaia de tablă. a b Presupunem că: 2 222 2 2 2 2()ab+ ea ce pentru a și b 2 2 2 ( )0a ba b a abb ab+≤ ⇔ + ≤+ +⇔− ≤ 2 ce diferite este fals. Prin urmare o să consume mai mult de jumătate din foaia de tablă. re stimulează creativitatea este învățarea prin descoperire, și Strategii creative Una dintre metodele ca Alegem o problemă „pivot” la care sunt utile de rezolvare a anume descoperirea prin analogie. ormule de calcul, după care prezentăm o serie de exerciții care, după o mică prelucrare problemelor f se vor rezolva similar cu primul exercițiu (prima problemă). Exemple: 271 / 331 1 1. Fie a număr real nenul astfel încât . Calculați valoarea expresiilor: 5a+= a 234111 234,,.aaa+++ aaa 121 Pentru primul calcul este firesc să ne gândim că de la la expresia a+ se a+ a2a poate ajunge cu ajutorul formulei (a + b) ²= a² + 2ab + b². Dacă două numere sunt egale, și pătratele lor sunt la fel. 21 ( ) 25a+= a 2211 ⇔+= 222 2523.aa+ aa+= 1 Pentru expresia 3a+ se poate folosi aceeași strategie, doar că formula pe care se 3 a bazează rezolvarea este: (a + b)³ = a³ + 3a²b + 3ab² + b³. Cea de-a treia expresie de calculat poate fi lăsată ca exerciţiu de muncă independentă, deoarece se bazează pe un raţionament similar. 2. Fie numerele reale nenule a,b,c pentru care are loc relaţia: 111 (𝑎)∙(𝑏)∙(𝑐)= 1. D + 1 + 1 + 1emonstrați că: +𝑏+𝑐≥ 1. Când are loc 222 𝑎 egalitatea? 3. Fie numerele reale nenule a,b,c pentru care (a+1)(b+1)(c+1)=abc. Demonstrați ca 222 :𝑎+𝑏+𝑐≥ 1. În această situație, „prelucrarea” exercițiului presupune a face următoarele notații: 111 → x,b→ y,c→ z. Egalitatea din ipoteză (a+1)‧(b+1)‧(c+1) = abc se împarte cu abc a (se poate deoarece a, b, c sunt nenule). ++ Vom avea: 111 1 1 11 (1 )(1 )(1 ) 1abc+și conform notației ⋅ =⇔+ + + = abc a b c⋅ stabilite se obţine: (1 + x)(1 + y)(1 + z) =1, adică ipoteza exercițiului 2. 11 ,xa=⇒= ax 11111 Dacă prin urmare cerința exercițiului devine , adică 1+ ,yb=⇒= by2 22xyz+≥ 11 zc=⇒= cz cerința exercițiului 2, care a fost rezolvat de elevi în prealabil. 4. Dacă 𝑎,𝑏,𝑐∈𝑅 astfel încât 𝑎𝑏+𝑏𝑐+𝑐𝑎=3 , arătaţi că: 272 / 331 422422422 𝑎+2𝑏𝑐+1+√𝑏+2𝑎𝑐+1+√𝑐+2𝑏𝑎+1≥6. √ Soluție: 22 (𝑥)2 −𝑦 ≥ 0 ⇒𝑥+𝑦≥ 2𝑥𝑦 42222222222222 (𝑎)≥ )𝑎 + 1)+ 2𝑏𝑐≥ 2𝑎+ 2𝑏𝑐=𝑎+𝑏𝑐+(𝑎+(𝑏𝑐+𝑏𝑐+ 2𝑎𝑏𝑐 422 � )2 =(𝑎 + 𝑏𝑐⇒⇒𝑎+ 2𝑏𝑐+ 1≥ 𝑎 + 𝑏𝑐⇒ 422422422 ��� ⇒𝑎+ 2𝑏𝑐+ 1+𝑏+ 2𝑎𝑐+ 1+𝑐+ 2𝑏𝑎+ 1≥ 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 222 (𝑎)2 )≥(𝑎𝑏)= 9 ⇒ + 𝑏 + 𝑐 =𝑎+𝑏+𝑐+ 2(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 3 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 ⇒𝑎 + 𝑏 + 𝑐≥ 3 5. Să se determine numerele reale 𝑥 pentru care are loc egalitatea: 1 2222 � 2√2𝑥 −𝑥+ 1− 2+�2√2𝑥−𝑥+ 2− 2+⋯ +22𝑥 � 1006 −𝑥2+20112−2=2011Soluţie: 222 � 12 −�𝑥−2�+�22−�𝑥−2�+⋯ +�20112−�𝑥−2�= 1006 ∙ 2011 √√√ 2 2 � {1,2,3, … ,2011}⇒ 𝑘 −�𝑥−2�≤𝑘 ,𝑘∈ √ 222 ��� ⇒12−�𝑥−2�+22−�𝑥−2�+⋯ +20112−�𝑥−2�≤ √√√ ≤ 1 + 2 + 3 + ⋯ + 2011 = 1006 ∙ 2011 ⇒ 2 2 � {1,2,3, … ,2011}⇒ ⇒𝑘−�𝑥−2�=𝑘 ,𝑘∈𝑥 =√2 √ 22 6. Demonstraţi că numărul 𝐴 =�3[(𝑛+𝑛− 3)(𝑛+𝑛− 7)+ 5] este iraţional oricare ar fi 𝑛∈𝑍. Soluţie: 22222 (𝑛 )−(𝑛)+ 25 + 1=(𝑛 +𝑛− 3)(𝑛+𝑛− 7)+ 5 =(𝑛+𝑛 10+𝑛 22 +𝑛− 5)+ 1 222 𝐴 =�3[(𝑛+𝑛− 5)+ 1]=�3(𝑘+ 1) 222 (𝑘) 𝑘 = 3𝑝⇒𝑘+ 1 = 9𝑝+ 1 ⇒ 3 ∤+ 1𝑘 222 )+ 2 ⇒(𝑘) = 3𝑝 + 1 ⇒𝑘+ 1 = 3(3𝑝+ 2𝑝 3 ∤+ 1𝑘 222 (𝑘) = 3𝑝 + 2 ⇒𝑘+ 1 = 3(3𝑝+ 4𝑝 + 1)+ 2 ⇒ 3 ∤+ 1În abordarea acestei teme folosiţi metode moderne, centrate pe elev: brainstorming-ul, turul galeriei, învăţarea prin descoperire, „ştiu, vreau să ştiu, am aflat”, jocul didactic 273 / 331 etc., care au rolul de a dezvolta creativitatea elevilor, iniţiativele în abordarea unor probleme, schimbul de idei şi, nu în ultimul rând, comunicarea în limbaj specific matematicii. plicarea formulelor de calcul prescurtat pot apărea frecvent o serie de greşeli pe care Analiza erorilor În a mpreună cu elevii şi poate propune o serie de măsuri tipice profesorul le poate analiza î corective: 1. Aplicarea greşită a formulelor prin trunchierea acestora: 2 22 prin omiterea termenului din mijloc 2ab. ()ab a b+=+ Pentru remedierea acestei greşeli: • puteţi propune un contraexemplu sugestiv:2 22(2 3) 2 3+, menţionând că, pentru ≠+ a se obţine o identitate, mai trebuie completat în membrul drept cu dublul produs al termenilor sumei; • păstraţi pe tablă, pe tot parcursul orei, formulele de calcul prescurtat, sau realizaţi o planşă pe care să o afişaţi în clasă; • cereţi elevilor să explice verbal fiecare pas al aplicării formulei, utilizând reguli mnemotehnice. 2. Confundarea formulelor: 22 2 , prin omiterea schimbării semnului termenului din mijloc 2ab. () 2ab a abb−=+ + Pentru remedierea acestei greşeli: • deduceţi împreună cu elevii formula (a - b)2 din formula (a + b)2; propuneţi exerciţii 22 în care se aplică cele două formule, în paralel: ; ( 7) ,( 7)xx−+ • solicitaţi elevilor să recunoască de fiecare dată tipul formulei pe care o vor aplica; • propuneţi itemi de tipul „descoperă greşeala” sau de determinare a valorii de adevăr a unor propoziţii matematice care conţin formule de calcul prescurtat aplicate greşit. 3. Raţionalizări ale numitorului efectuate greşit: 2 1)+ 1 , în care raţionalizarea nu se face cu conjugatul expresiei de la numitor ci 21+ cu aceeaşi expresie. Pentru remedierea acestei greşeli: • solicitaţi elevilor să efectueze toate calculele pentru a observa că, aplicând formula „diferenţa de pătrate”, numitorul devine număr raţional; • realizaţi activităţi în pereche, fiecare elev să verifice calculele colegului său; • insistaţi pe scopul raţionalizării:de a transforma numitorii în numere raţionale. Însuşirea corectă a formulelor de calcul prescurtat se dovedește eficientă nu doar în acumularea de competenţe specifice de efectuare a unui calcul rapid, dar are și efecte formative dintre cele mai importante. O bună cunoaştere a calculului prescurtat va determina: 274 / 331  generarea de „matrițe de rezolvare” pentru anumite exerciţii complexe (cu descompuneri în factori, ce solicită completarea unei formule, cu ecuaţii de gradul al II-lea, inegalităţi etc.);  exersarea unor coordonări operaționale corespunzătoare contextului problematic;  realizarea de generalizări şi transferuri ce se înscriu în constituirea capacităților de rezolvare de probleme (unele deosebite, remarcabile). 1. Enunţaţi câte 3 obiective operaţionale pentru tema Formule de calcul prescurtat, la Aplicaţii și teme de şi apoi, comparativ, la nivelul clasei a VIII-a.2. Realizaţi o fişă reflecție nivelul clasei a VII-a de lucru pentru elevii capabili de performanţă care să cuprindă minimum 10 itemi, în rezolvarea cărora să fie necesare formulele de calcul prescurtat. 275 / 331 Noţiuni fundamentale ale analizei matematice introduse prin prisma dualităţii continuu discret De la limite de şiruri la limite de funcţii O noţiune cheie care apare în programa şcolară pentru gimnaziu şi liceu este aceea de funcţie. Funcţiile intervin esenţial în modelarea unor fenomene fizice şi contribuie la cunoaşterea şi înţelegerea lumii înconjurătoare. Primii paşi în studiul proprietăţilor funcţiilor se fac la algebră, în clasele VIII-X. Cu noţiunile fundamentale ale analizei matematice, elevii fac cunoştinţă în clasa a XI-a. În sens larg, analiza matematică este definită ca acea ramură a matematicii care se ocupă cu studiul funcţiilor şi a variaţiei lor. În secolul trecut, matematica se ocupa de studiul funcţiilor numerice, iar rezultatele fundamentale ale analizei matematice îşi găseau aplicabilitate în mecanică şi fizică. În prezent, analiza matematică şi-a lărgit considerabil metodele şi conţinutul, iar rezultatele sunt aplicate în multe alte domenii de activitate. Una dintre noţiunile de bază din analiza matematică este aceea de limită. Ea este importantă atât în sine, cât şi ca instrument în definirea şi studiul unor noţiuni mai elaborate şi cu puternice valenţe aplicative, cum ar fi cele de derivată, diferenţială sau integrală. entru elevul de liceu care se angajează în studiul analizei matematice este important Introducerea P ă capete o cât mai bună intuiţie a semnificaţiei noţiunii de limită, precum şi noţiunii de limită s tehnici corecte şi eficace de calcul a limitelor şi de abordare a problemelor în care apar acestea. Din aceste motive, profesorii de matematică trebuie să acorde o atenţie sporită pe de o parte pregătirii lor pe această temă, pe de altă parte manierei în care o prezintă elevilor. În primele lecţii de analiză matematică este indicat:  să fie recapitulate o serie de noţiuni elementare – cunoştinţe prerechizite ale temei (funcţii elementare şi proprietăţi ale acestora, grafice de funcţii, identităţi şi inegalităţi etc.);  să fie prezentate proprietăţile calculului cu numere reale într-un mod unitar, subliniindu-se coexistenţa structurilor algebrice, de ordine şi topologice pe mulţimea numerelor reale;  să se facă apel la intuiţia elevilor prin analizarea câtor mai multe grafice de funcţii; Ideea de „trecere la limită” este legată în practică de situaţia în care se doreşte estimarea tendinţelor pe care le au diferite fenomene cu care ne confruntăm. Analiza matematică oferă tehnicile cu ajutorul cărora se pot cuantifica aceste tendinţe, iar noţiunea centrală în acest context este aceea de limită. Intuitiv vorbind, limita indică comportamentul unei funcţii în jurul unui punct. 276 / 331 Din grafic se poate observa că, atunci când x „se apropie” de o valoare particulară c, funcţia f(x) „se apropie” de numărul real L. lim ( )fx L= xc→ În prezentarea elementelor de analiză matematică este indicat ca profesorul să urmeze traseul următor: INTUIȚIE DE MONSTRAȚIE GUROASĂ - observarea de RI grafice; - en unțarea și - studierea unor demonstrarea cazuri particulare; unor teoreme; - probleme - rezolvarea de erciții. practice. ex În acest mod, se va urmări identificarea acelor situaţii care au cele mai mari şanse de a fi percepute intuitiv de elevi, ca fiind „naturale”, pentru ca introducerea noţiunilor să nu pară aridă sau forţată. Funcţiile pentru care noţiunea de limită este cel mai uşor de intuit sunt şirurile. Din acest motiv se va introduce mai întâi noţiunea de limită pentru şiruri şi, ulterior, această teorie se va utiliza ca punct de pornire pentru introducerea limitei unei funcţii într-un punct. În introducerea noţiunii de limită a unui şir se poate începe cu o exemplificare grafică. În acest sens se va da definiţia: „fiind dat şirul mulţimea punctelor de ()nna forma (, )nna din planul cartezian al axelor de coordonate, se va numi graficul şirului.”, apoi se poate studia intuitiv graficul unui şir dat. Exemplu: Desenaţi în caiet primele 10 puncte de pe graficul şirului definit prin: 21n+ a= 1nn+ Pentru realizarea cât mai exactă a graficelor se pot utiliza: • hârtia milimetrică, pentru desenele de pe caiet; • un program tabelar, pentru reprezentările cu ajutorul calculatorului. 277 / 331 Pe baza graficul generat cu ajutorul calculatorului se poate construi noțiunea de convergență în două etape: a) intuitiv: un șir converge la numărul real l, dacă punctele graficului șirului se apropie “oricât de mult” de dreapta y = l; b) definiția riguroasă: pentru orice bandă orizontală cu linia mijlocie l, toate punctele graficului, cu excepția unui număr finit, se găsesc în această bandă; ulterior se poate trece la definiția abstractă cu ε. Pentru șirul dat, folosind graficul, se poate concluziona că are limita egală cu 2. Introducerea noţiunii de limită a unei funcţii pornind de la şiruri are avantajul de a fi mai uşor de înţeles de către elevi, după ce aceştia au deprins calculul limitelor de şiruri. Definiţie 1. Dacă A⊆R este o mulţime şi a R, atunci a se numeşte punct de acumulare pentru A, dacă există un şir cu elemente din A şi valori diferite de ()nnx∈  a, convergent către a (scriem că pentru orice n∈). lim , ,nnx ax Ax a=∈≠ n n→∞ Exemplu: 1A∉ Dacă A = (1,2)∪{3}, se observă că , dar 1 este punct de acumulare pentru A 1 deoarece 11A+∈ , 111+ şi lim(1+ ) = 1. Pe de altă parte 3 A, dar nu este nn≠n∈ punct de acumulare, deoarece orice şir cu elemente din A care converge la 3 trebuie să fie constant egal cu 3 începând cu un anumit rang. Observaţie: {}= ±∞  Pe dreapta extinsă putem considera că şi sunt puncte de −∞ +∞ acumulare ale lui . lim ,lim( )nn= ∞ − = −∞ nn→∞→∞ a∈ Definiţie 2. Fie :fA→ şi un punct de acumulare pentru A. Spunem că f  are limita l în punctul a, dacă oricare ar fi şirul , convergent la a, ∈ ( ) \{ }nnx Aa∈  278 / 331 avem lim f() = l. n→∞ fx l= Scriem lim ( )xa→ Observaţie: În aplicaţii practice, definiţia cu şiruri este mai dificil de aplicat întrucât nu se pot considera toate şirurile care converg la punctul de acumulare. În schimb, ea poate fi utilizată spre a demonstra că o anumită funcţie nu are limită într-un punct. Pentru aceasta este suficient să se găsească două subşiruri diferite care converg la a, dar pentru care şirurile valorilor funcţiei pe termenii celor două şiruri au limite diferite. Exemplu: 1 Demonstraţi că funcţia nu are limită în punctul : \ {1} , ( ) c o sffx→=  1x− . 01x= Soluţie: = − Fie 111nx=. Atunci ( ) cos ( 1)nfx nπ deci şirul nu are ( ( ))nnfx +→ n= nπ limită deoarece conţine două subşiruri care tind la limite diferite. Definiţie 3. În acelaşi mod, pentru o funcţie definim  0:( , )fx∞→ , dacă oricare ar fi şirul , avem ∈∞ =∞ lim ( )fx l= ∈  0( ) , ( , ), limnn nnx xx x∈ ∞ n→ 0xx→ (limita la −∞ se defineşte analog pentru o funcţie lim ( )nfx l= n→∞ ). → 0:( , )fx−∞ Observaţie: Submulţimea nevidă poate avea orice natură, dar, pentru a putea defini A⊆ limita, ea trebuie să aibă puncte de acumulare. De exemplu, nu are sens să definim funcţia pe o mulţime discretă precum. Mulţimea de definiţie a {1, 2,3....}A= funcţiei poate fi indicată în unele exerciţii odată cu funcţia, iar în altele va trebui determinată de către elevi ca aplicaţie independentă. Exemplu: Fie : \ {1}f→, f(x) = . Folosind definiţia, dacă şi  lim= 1, avem , ultima convergenţă rezultând din operaţiile cu şiruri convergente. Evident că în exerciţii elevii nu vor mai reface acest raţionament cu şiruri folosind următoarea afirmaţie, ce rezultă din teoremele referitoare la operaţii cu şiruri convergente. 279 / 331 Propoziţie: Dacă este o funcţie elementară sau o funcţie obţinută prin operaţii :fA→ algebrice din funcţii elementare, iar a A este un punct de acumulare, atunci . lim ( ) ( )fx fa= xa→ Exemplu: ( 1)sin sin 0xx x− = = 200limlim0xx→→ 1 11xx=−+ Se poate observa că în forma iniţială nu puteam aplica propoziţia precedentă, deoarece funcţia nu era definită în punctul 1. După simplificare, care se mai numeşte și ridicarea nedeterminării, propoziţia s-a putut aplica. Desigur, ulterior se va demonstra că definiţia „cu şiruri” pentru limita unei funcţii într-un punct este − echivalentă cu definiţia „cu vecinătăţi” şi cu „criteriul εδ“, fiecare dintre ele având importanţa ei de necontestat. La clasă, în funcţie de capacităţile reale de asimilare şi înţelegere ale elevilor, se pot propune gradual exerciţii de tipul: • Demonstrarea existenţei limitei unei funcţii într-un punct indicat (pe baza definiţiei cu vecinătăţi) şi verificarea valorii precizate: 5x+ Să se arate că limita următoare există şi are valoarea indicată: − 4lim 13x→− x= + • Determinarea punctelor unde anumite funcţii nu au limită: 1 Să se determine punctele unde funcţia nu are limită.  2: \ {0, 2} , ( )ffx→= 2xx− • Utilizarea definiţiei cu şiruri pentru a demonstra existenţa limitei: 2 Să se arate că funcţia are limită în orice punct a din . + : , (x) x 7ff→=  • Trasarea graficelor unor funcţii şi determinarea punctelor unde acestea nu au limită: 2 1, 1xx+≤ Să se schiţeze graficele funcţiilor şi să se : , () 3 1, : , ()f f x x g gx→ =−→ =  3 1, 1xx−>  determine punctele unde aceste funcţii nu au limită. Pentru a exemplifica echivalenţa definiţiilor se poate căuta un exemplu potrivit în care existenţa limitei şi determinarea valorii acesteia să se facă prin fiecare dintre cele 3 metode: cu şiruri, cu vecinătăţi sau cu − criteriul εδ. Un astfel de exerciţiu va permite elevilor să compare cele trei definiţii echivalente şi să identifice situaţiile în care una dintre ele este mai uşor de aplicat. Se va arăta că definiţia cu şiruri a limitei unei funcţii într-un punct este utilă pentru a dovedi că funcţia dată nu are limită. Pentru aceasta este suficient să se arate că există două şiruri în ( ) ;( )nnxy nn D\{a}care sunt ambele convergente la a, pentru care şirul imaginilor să aibă limite ( ( )); (f(y ))nnfx diferite. 280 / 331 Exemplu: 1 Să se arate că funcţia nu are limită în 0. : \ {0} , (x) sinff→= x Soluție: 22 Se consideră şirurile convergente la 0, pentru care ,nnxy= = ( 4 1) ( 4 1)nnππ+− − ( 4 1)( 4 1)nnππ au limitele diferite, ceea ce înseamnă că funcţia f nu = == − ( ) sin 1, ( ) sin1nnfxfy+ 22= are limită în punctul 0. eterminarea efectivă a limitelor unor şiruri reale se face prin diverse metode. În Limite D ruri fundamentale” (precum şirurile fundamentale principiu, trebuie cunoscute limitele unor „şi putere, şiruri raţionale, şiruri iraţionale, şiruri exponenţiale şi logaritmice etc.), iar limitele altor şiruri obţinute din acestea prin operaţii algebrice cu şiruri sau prin compunerea şirurilor cu ajutorul unor funcţii elementare permite,în multe cazuri, găsirea limitelor căutate. Trebuie tratate cu atenţie şi cazurile de nedeterminare. Câteva dintre limitele în care intervin funcţii elementare, des utilizate, se consideră a fi fundamentale şi sunt utilizate ca rezultate cunoscute în calculul altor limite: xx 1 11     () ett= += += +     →−∞→ ∞→ 01lim1lim1lim xxtxx    () + x 11lnlim= 0→ xx −ax( 1)xe− () 1,0,ln1lim≠>=aaalim ln 1.e= = 0→ xx0xx→ − () *11rx+ = ∈ 0lim,xrr Rx→ xtgxarcsinxarctgx 1lim=1lim= 1sinlim=1lim= 0→x0→ x xx0→xx xx 0→ 1 cos 1x− 20limx→ 2x= Cunoaşterea limitelor fundamentale este esenţială în rezolvarea unor exerciţii în care aplicarea lor nu este directă, ci necesită din partea elevilor atât spirit de observaţie, cât şi o bună intuiţie pentru a aduce expresia de sub limită la o formă în care să se poată aplica limitele fundamentale. Aplicaţii ale sin 3x culaţi: . lim limitelor 1. Cal ∞ x→ fundamentale 3x Indicaţie: Este suficient ca elevii să observe că putem scrie: sin 3 sin 3xx 3= 3xx ⋅ şi că: lim 3 0x= x→∞ arcsinx 2. Calculaţi . lim x→ x∞ 281 / 331 Indicaţie: Dacă se notează arcsin x = y se observă uşor că că y0, iar sin y = x. Astfel limita devine: arcsinxy = = 0lim lim 1sinxy→∞ xy→ xx− 3. Calculaţi: . limee− x→∞ x Indicaţie: − −− 11x xx xee e e−− − În rezolvare se va rescrie expresia astfel: x xx=, de unde rezultă xx− lim 2ee− x→∞ x= că limita de calculat va fi: 1 1 4. Calculaţi: lim ( (1 ) )xex−+ x→∞ x Indicaţie: [ 0]∞⋅ Se observă că este o limita de forma , ceea ce înseamnă că primul factor are limite laterale +∞ sau -∞, iar al doilea factor tinde la 0 şi nu putem decide rezultatul folosind operaţii cu limite. Astfel se va încerca o scriere sub forma unei limite în care să se poată folosi limite fundamentale: 1 ln(1 )ln(1 )xxx++ 1− ) ( ln(1 )1xxxex+ ) ( − 1xee e−+ == ()e− xx x= ln(1 )xx−+ 11xxe− + 1.  xx=  precum şi prin scoaterea elevului din „tiparele” Strategii creative Prin caracterul lor interactiv, zolvării problemelor prin metode consacrate, metodele atipice sunt îndrăgite de de rezolvare a re re elevi, deoarece în cadrul acestor activităţi aceştia au posibilitatea de a se problemelor căt manifesta liber, de a-şi da frâu liber intuiţiei, imaginaţiei creatoare şi gândirii divergente. Cadrul didactic are menirea de a încuraja ideile spontane ale elevilor, arătându-le acestora că orice idee nouă este utilă, chiar dacă, pentru moment, nu ajută la aflarea soluţiei problemei. Se va observa că, treptat, elevul va trece spre o gândire structurată, identificând cu oarecare uşurinţă căile atipice de rezolvare a problemelor. Adesea, în rezolvarea problemelor cu şiruri nu există „reţete” prescrise de rezolvare şi, în acest caz, intuiţia şi experienţa elevului în rezolvarea de probleme sunt determinante. Exemple: 1. Şirul a este definit de: 010, 6nnaa a+. = + n= a) Demonstraţi că şirul este monoton crescător; 282 / 331 b) Demonstraţi că şirul este mărginit superior de 3; c) Aflaţi limita şirului; d) Aflaţi rata cu care şirul „se apropie” de limita sa la fiecare iterare. (Probleme de matematică - strategii de rezolvare, Arthur Engel, ed. Gil, pag 262) Indicaţie: a) Avem 0aa<06<. Apoi, dacă presupunem 1 deoarece , , atunci 1aa+. Demonstraţia se face prin <⇒+ <+ − 1166nn n naa a a− nn< inducţie. b) Deoarece 00 3, 3.a<< Să presupunem că Atunci 63na+, adică < 3.na < . Conform principiului inducţiei, pentru orice n. <3na < 13na+ 3a≤ c) Din subpunctele a) şi b) rezultă că şirul are o limită . Luând limita în ambii membri ai relaţiei de recurenţă rezultă că 6aa= + de unde a = 3. d) Pentru a determina rata de convergenţă comparăm cu 13na+: 3na −− 33nnaa−− într-o vecinătate a limitei 3. Aceasta + −= 136 3nnaa+ 663a−= + n+ a 3 se micşorează de aproximativ 6 ori la fiecare pas. arată că distanţa de la na l 2[] 3[]x xx+ 2. Calculaţi . 2limx ∞ x→ Indicaţie: educem că  Întrucât pentru orice x∈ au loc inegalităţile 1 []x xx−< ≤ , d + + (2 3)( 1) 2[] 3[] 2 3x x x xx x+ < ≤ 22( ) 0 avemx− x xx∀> deci, conform criteriului − + (23)( 1) 23xxx+ = 2limlim 3x= →∞ x→ xx∞ „cleştelui” limita căutată este egală cu 3. 3. O funcţie periodică şi neconstantă nu are limită pentru . x→ ±∞ Indicaţie: Fie , , () ()ab f a f b∈. Notăm cu T o perioadă a lui f. Atunci nT este o perioadă ≠  + →∞ nx a nT= a lui f pentru orice n, *n∈ legem şirurile  . A + →∞ ny b nT= Dar atunci, lim ( ) ( ) ( ) lim ( )nnfx fa fb f y=. Prin urmare, funcţia f nu are ≠= nn→ ∞→∞ limită la . În mod analog se demonstrează că nu are limită nici la . ∞−∞ = 4. Şirul este dat de 112, 2 .naa+ Aflaţi-i limita. (Probleme de naan= matematică - strategii de rezolvare, Arthur Engel, ed. Gil, pag. 262) Indicaţie: 2 Se observă că:apoi, prin inducţie se poate demonstra că şirul <= 1222aa= 283 / 331 este strict crescător. Se arată apoi că pentru orice n. 2na < 2na < 22 2na<⇒ < dacă , deci 12na+. Astfel, şirul are o limită ≤ 122a= 2l≤ . În relaţia de recurenţă: de unde l = 2. 2ll= 5. Fie 1()na≥ un şir de numere supraunitare cu proprietatea că . Să se nlim 1na= n→∞ calculeze lim{ },nxa x⋅∈. (Olimpiada de matematică, etapa locală, 2002,  n→ ∞ Suceava) Indicaţie: { }, \xx∈  lim{ } 0,nxa x⋅= ∈  ∞  1, \nx→∈  6. Fie şirul , numărul radicalilor fiind =++++ 1( ) , 2 2 2 ..... 2nn nxx≥ * . Arătaţi că şirul este monoton şi mărginit. Calculaţi limita lui. (Olimpiada n∈ de matematică, etapa locală, 2002, Suceava) Indicaţie: =++++ =+ ∀≥ Scriem 12 2 2 ..... 2 2 , ( ) n 2.nnxx+ Observăm că: şi + − > 212 2 20xx−= + −+− 11(2 ) (2 )n nnnx x xx−− −= +− + == 1122nn n nxx x x+− ++ + ++ + 1122 22nn nnxx xx−− Se demonstrează prin inducţie matematică faptul că şirul este strict crescător. <+ = 222 242x=+ Pentru mărginire se observă că şi prin ++ <++ = 3222 2242x= * ∀∈ 2, ( ) nnx< inducţie se arată că . Prin trecere la limită în relaţia de recurenţă se obţine că limita şirului este 2. 7. Să se arate că: *n {(2 3) },nan=+∈ Şirul are limita 1. Indicaţie: Scriem {(2 3) (2 3) (2 3) }nnna= +− −− n + 22 44nn nn−− {2(2 2 3 2 9 ....) (2 3) }na CC=+⋅+⋅+−− nn 22 44nn n−− 2(2 2 3 2 9 ....)nnAC C=+⋅+⋅+∈ nn aA= −− =−− Deci { (2 3) } 1 (2 3)n lim 1na= ∞ n→ 284 / 331 Comentarii metodice: 1. În ceea ce priveşte rezolvarea exerciţiilor cu şiruri recurente, este în general indicat să se determine pentru început câţiva termeni de rang mic, din care se poate intui expresia termenului general, prin observare. Aceasta trebuie verificată prin inducţie, folosind tocmai relaţia de recurenţă. Apoi se stabileşte natura şirului pe baza criteriilor cunoscute. Există posibilitatea să se stabilească natura şirului şi fără a găsi efectiv expresia termenului general, pe baza unor criterii precum monotonia şi mărginirea,de exemplu. 2. Dualitatea continuu-discret poate fi exemplificată elevilor de clasa a XII-a prin legătura: şiruri recurente – integrală - ecuaţii diferenţiale. În acest sens propunem următorul exemplu: +=> Se consideră şirul definit prin: 11,0nnx x xa+. Să se determine ()nnx1= nx x lim .n n→∞ n Acest şir poate fi gândit în forma: 1 −= ca discretizarea pentru o funcţie , derivabilă : (0, ) , ( )xt xt∞→ → 1nnxx+ nx, 1 la momentele n = 0,1,2,….k,….a egalităţii(putem „privi” ca pe o '( )xt= ()xt ( 1) (n)xn x+− derivată discretă ). '( )xn≈ 1nn+− 121 Relaţia devine '() () 1 ( ())' 1x t xt x t= de unde: '( )xt= ⇔ ()xt2⇔= 221 , cu k constantă. ⇔ = +⇔ = + 1()() 2 () 2xt tk xt tk xt tk= 2+ x () 2nx xn n k=≅+ E natural să ne aşteptăm ca deci că lim 2n= n→ n∞ Acest rezultat se poate demonstra şi cu lema Stolz - Cesàro (sau sume Riemann): 1 = + prin ridicarea ambilor membri la pătrat conduce la: 1nnxx+ nx 221 = + + ∀∈ 122, ( )nnxx n+ nx 1 22 22+ − 11nn nxx x+ , deoarece limnx=. = += ∞ 2limlim lim( 2) 2n= n→ ∞ →∞→∞ 11 nnnnx→ +− n∞ 2 x Conform lemei Stolz - Cesàro-, rezultă: şi prin extragerea rădăcinii lim 2n= n→ n∞ 285 / 331 x pătrate se obţine:. lim 2n= n→ n∞ 3. Integrala definită poate fi utilizată în calculul unor limite de şiruri sau uneori în stabilirea convergenţei acestora. Exemplu: 1 (2 )!n Fie şirul . Pentru calculul limitei, transformăm expresia 1(),nnn naa≥ !nn= termenului general: 1 (2 )! (2 )! ( 1)( 2)...(n n) 1 2n n nnn++ + (1 )(1 )...(1 )nnnna= = ==++ + !!nnnn n nnnn n n n k = + Deoarece 10 ln ln(1 )nnaa>⇒. Această formă ne permite să observăm ∑ 1knn= „apropierea” de suma Riemann şi să alegem o funcţie . + : [0,1] , ( ) ln(1 )f fx x→= Pentru orice ,1nn≥ avem: 12 1 1nn− şi, respectiv, un şir de puncte (0, , ,..., , ), 0nn∆= = → 1()nnξ≥ nn n n n∆ intermediare: 12 1nnn− . = ( , ,..., , 1)ξ nn n n= Deoarece funcţia f este continuă, avem: 144 n = = +=⇒ = ∆ ∫ 0lim ln lim ( , ) ln(1 ) ln limnnnnnna fx dxaeeσξ →∞→∞→∞ Avantajele şi dezavantajele calculului limitelor unor şiruri cu ajutorul integralei Riemann faţă de metodele „clasice” pot fi urmărite de elevi printr-un raţionament comparativ asupra unor exemple. 1 (2 )! 1 2nn (1 )(1 )...(1 )nna= =++ + În cazul şirului putem aborda exerciţiul şi !nnn n n n la nivelul programei şcolare pentru clasa a XI-a astfel: Notăm cu: ( 1)( 2)...(n n) ( 2)( 3)...(n n)(2 n 1)(2 n 2)nnn n++ + + + + + + bb+= ⇒= 11( 1)nnnnnn+ + Atunci:;nab= nn 2 4n+ ++ 1(2 1)(2 2)1nbn nnn+ = ⋅ 1.n+ 11(n 1)( 1)nbn= 1 (1 )n++ nn++ 144nnb+ ⇒== lim lim lim .nnba= →∞ nn→ →∞ nnbe e∞ 286 / 331 studiul şirurilor reale, în particular în exerciţiile de determinare a limitelor Rezolvarea În cestora, pot apărea situaţii de tipul: nedeterminărilor a 1) 0±∞⋅ 2)∞−∞ 3)±∞ ±∞ 0 4) 0 5) 1±∞ 6) 0±∞ 0 7) ( )±∞ denumite cazuri de nedeterminare. În unele exerciţii, astfel de nedeterminări pot fi soluţionate prin efectuarea de transformări adecvate asupra termenului general al şirului. Acest lucru presupune din partea elevilor o bună însuşire a tehnicilor de calcul algebric şi intuiţie, pentru a putea rescrie termenul general sub forme echivalente, dar care să conducă la o altă 0,α α = ∈  ±∞ limită de calculat, de exemplu . []∞−∞ În cazul nedeterminării de forma este uneori posibil să se “ridice” nedeterminarea prin amplificarea cu o fracţie egală cu 1 având la numărător şi la numitor o expresie conjugată cu cea a termenului general dat. Pentru nedeterminările de tipul 3) şi 4) se poate utiliza lema Stolz - Cesàro. Exemplul 1 - ridicarea nedeterminării prin amplificarea cu conjugata: 22 lim(1)xx x+− − x→ ∞ este o limită de tipul (aceasta înseamnă că primul termen al sumei tinde la şi al doilea la ). − Prin amplificare cu conjugata, 221xx x++, presupunând că x, se obţine: 2 22 2 − ++ − 22(1)(1)xx x xx x+− −= = 221xx x+ 1xx x − ++ − 22 ( ) ( 1)1xx x x+− − + 2222= 11xx x xx x = ++ − ++ − unde limita se poate calcula cu propoziţia enunţată, observând că 1 (1 )x+ 1xx+ 22.= 111xx x++ (1 1 )x −++ − xx Astfel, limita de calculat devine: 287 / 331 1 1+ 2210 1x+ lim(1) limxx x+− − = = = →∞ 21 1 10 10xx→∞ − 11++++ − xx 1 S-a utilizat şi faptul că lim 0.= x→∞ x Exerciţii de acest tip, care presupun ridicarea nedeterminării formează la elevi:  spiritul de observaţie;  gândirea critică, analitică;  creativitatea;  rigurozitatea unei argumentări. Exemplul 2 - ridicarea nedeterminării prin aplicarea lemei Stolz - Cesàro. n a ,0nxa= n > Să se determine limita şirului: Indicaţie: Suntem în ipotezele lemei Stolz - Cesàroşi studiem limita: 1nnnot+ aa− −=− = lim lim( 1) ( 1) limnnaa a al= ∞→∞→∞ +− 1nn nnn→ 0, daca 0 1a<<  lim 0, daca 1nxl a = = =  →∞ , daca a>1n ∞  Limitele unei funcţii în anumite puncte din domeniul de definiţie sau în anumite puncte de acumulare ale acestuia, oferă informaţii esenţiale asupra comportării funcţiei. Noţiunea de limită este esenţial implicată şi în definirea continuităţii punctuale. Un studiu complet al variaţiei unei funcţii pe domeniul său de definiţie necesită, în general,şi utilizarea derivatei sau derivatelor sale. În multe cazuri, această variaţie poate fi mai explicit descrisă prin trasarea graficului funcţiei. nvăţarea elementelor de bază ale analizei matematice la liceu, Aspecte metodice În predarea-î profesorul va avea în vedere ca elevii: • să poată determina domeniul de definiţie al unei funcţii reale definite explicit pe baza proprietăţilor funcţiilor elementare studiate în clasele IX - X, la algebră; • să utilizeze limbajul matematic adecvat: convergenţă, limită, punct de acumulare, punct izolat, domeniu de definiţie, mărginire, monotonie etc.; • să cunoască diferite clase de funcţii reale, graficele şi proprietăţile acestora referitoare la monotonie, semn, periodicitate, mărginire, paritate etc.; • să opereze cu inegalităţile fundamentale; • să cunoască şi să aplice proprietăţile modulului şi ale părţii întregi ale unui număr real; • să construiască exemple şi contraexemple de şiruri convergente; 288 / 331 • să calculeze limite de şiruri cu ajutorul definiţiei sau a teoremelor de caracterizare, inclusiv cazurile exceptate care presupun transformări ale funcţiei de sub limită; Greşeli tipice Paralela între limitele de şiruri şi cele de funcţii poate conduce uneori la erori, cum ar fi cea a aplicării regulii lui L’Hospital în cazul limitelor de şiruri. Pe lângă eroarea „calitativă” a derivării unei funcţii definite pe o mulţime discretă, procedeul poate conduce la rezultate incorecte. Se pot propune la clasă exemple de probleme soluţionate greşit, ca apoi, prin metoda problematizării, elevii să identifice eroarea de raţionament şi să rezolve corect exerciţiul: Exemplu: + π sin( 2 )nπ Determinaţi limnl= →∞ 2nπ sin( 2 )nπ n+ „Soluţia” eronată: Avem o nedeterminare de tipul 0[]. Aplicând regula lui L’Hospital obţinem: 0 −+ ππ 2(2 ) cos( 2 )nππ = lim1nnl= →∞ 22nππ −+ 2(2 ) cos( 2 )nπ nnπ Soluţia corectă: π sinsinπ 11nn = = = lim limliml= →∞→∞→∞ π π 2nn nπ sin 2 2sin cos 2 cos π n nn n⋅ Eficacitatea tehnicilor aferente limitelor de funcţii poate fi valorificată şi pentru calculul limitelor de şiruri, dar nu direct, ci asociind acelor şiruri anumite funcţii cărora le putem aplica tehnicile respective. Se poate propune elevilor un exerciţiu ilustrativ în acest sens: Exemplu: 21 Determinaţi lim (1 sin )l nn= n→∞ n − Soluţie: 289 / 331 21 (1 sin ).nan n= n − Notăm 11 sinn− n a= 1n 2 n sinx 1− *sinxxx− Considerăm funcţia:. Calculăm  23: , ()f fx→= 0lim ( ).xfx→ xx = Având nedeterminare de tipul 0[] şi fiind respectate condiţiile teoremei lui 0 l’Hospital,obţinem: 2x 2sin 1 cos12x− . Rezultă că pentru orice subşir de = ()nnx 22lim ( )limxxfx→→ 00= 3 36xx = numere reale nenule cu 10, ( )nnx fx→→. Alegând 6 11 . ( ) limnx fx a a= ⇒=⇒= ∞ 6 nn nnn→ Studiul noţiunilor fundamentale ale analizei matematice are rolul de a forma la elevi, pe lângă competenţele cognitive, şi o serie de trăsături de personalitate: perseverenţă, tenacitate, voinţă, răbdare, putere de sinteză, intuiţie superioară şi spirit de inventivitate. Adesea, finalizarea unui exerciţiu presupune:  Dezvoltarea de raţionamente elaborate, care pun în valoare spiritul de observaţie, perseverenţa şi atenţia;  O serie de „artificii” de calcul prin care se antrenează creativitatea şi intuiţia;  Spirit investigativ, prin analizarea metodelor optime de abordare a problemei;  Capacitatea de redactare în limbaj formal a raţionamentelor, ceea ce antrenează gândirea logică, abstractă. 1. Evidenţiaţi situaţiile în care limitele de şiruri pot fi utilizate pentru rezolvarea de Aplicaţii și teme eme cu limite de funcţii, precum şi situaţiile în care limitele de funcţii pot fi de reflecție probl utilizate pentru rezolvarea de probleme cu limite de şiruri. 2. Enumeraţi metodele prin care puteţi demonstra că o funcţie nu are limită într-un punct dat şi exemplificaţi. 290 / 331 BIBLIOGRAFIE ORIENTATIVĂ Modulul 5 - Stimularea creativităţii elevilor prin strategii de rezolvare de probleme • ANDRONACHE, Marian şi colectiv, Olimpiada Matematică 2006-2010, Editura Sigma 2010 • ANTON, Flavia şi ANTON, Constantin, Matematica . . . în viaţa noastră, Editura Taida, Iaşi 2010; • ARDELEAN, L., SECELEAN ,N., Didactica matematicii, Ed. Universităţii Lucian Blaga, 2007 • ARIMESCU, Aurelia şi ARIMESCU, Viorel, Culegere de exerciţii şi probleme de algebră şi geometrie pentru şcoala generală, E.D.P. Bucureşti, 1969 • BĂLĂUCĂ, Artur şi colaboratori, Teme pentru activităţi opţionale, Editura Taida, Iaşi 2005 • BĂLĂUCĂ, Artur şi colaboratori, Olimpiadele naţionale ale României şi Republicii Moldova, Editura Taida, Iaşi 2010 • BRÂNZEI, Dan, BRÂNZEI, Roxana, Metodica predării matematicii, Editura Paralela 45, Piteşti • CERGHIT, Ioan, Metode de învăţământ, ediţia a III-a, Ed. Didactică şi Pedagogică R.A., Bucureşti 1997. • CERGHIT, Ioan, NEACŞU, Ioan, NEGREŢ-DOBRIDOR, Ion, PÂNIŞOARĂ, Ion Ovidiu, Prelegeri pedagogice, Ed. Polirom, Iaşi, 2001 • CÎRJAN, Florin, Didactica matematicii, Ed. Corint,2002 • COCOŞ, Constantin, Pedagogie, Ed. Polirom, Iaşi, 2006 • COSMOVICI,Andrei, Creativitatea şi cultivarea ei în şcoală, Ed. Polirom, Iaşi, 2004 • COVEY, Stephen R., Eficienţa în 7 trepte, Ed. A L L, Bucureşti, 1995 • DRAGOMIR Lucian şi colectiv, Exerciţii şi probleme de matematică pentru clasa a IX-a, Editura Bîrchi, 2009 • DRAGOMIR Lucian şi colectiv, Exerciţii şi probleme de matematică pentru clasa a X-a, Editura Bîrchi, 2009 • DUMITRU, Ana şi colectiv, Metodica predării matematicii la clasele I – IV, Editura Carminis, Piteşti, 2010 • IUCU, Romiţă, Instruirea şcolară, Ed. Polirom, Iaşi, 2001 • IUREA, Gheorghe, ZANOSCHI, Adrian, Matematică algebră, geometrie (clasa a VII-a),Editura Paralela 45,2012 • IUREA, Gheorghe şi colectiv, Matematică algebră, geometrie (clasa a VIII-a), Editura Paralela 45, 2012 • JINGA, Ion, Conducerea învăţământului, Ed. Didactică şi Pedagogică, Bucureşti, 2000 • JOIŢA, Elena, Educaţia cognitivă. Fundamente. Metodologie, Ed. Polirom, Iaşi, 2002 • MATEI, N.C., Educarea capacităţilor creatoare în procesul de învăţământ, clasele I-IV, E.D.P., Bucureşti, 1982 • NEACŞU, Ioan (coordonator), Didactica matematicii în învăţământul primar, Ed. Aius Print Ed, Craiova, 2006 • NEACŞU, Ioan (coord), Metodica predării matematicii la clasele I – IV, E.D.P. Bucureşti, 1988 • NEGRILĂ, Anton, NEGRILĂ, Maria, Matematică algebră, geometrie(clasa a VIII-a), Editura Paralela 45, 2012 • PĂUN, Emilia, Şcoala, abordare socio-pedagogică, Ed. Polirom, Iaşi, 2000 • PIAGET, J., Psihologia inteligenţei, Ed. Ştiinţifică, Bucureşti, 1965 291 / 331 • PIŢU, Leon, ZANOSCHI, Gabriela, Aritmetică, algebră geometrie, clasa a V-a, Editura Paralela 45, 2012 • POP, Vasile, Geometrie pentru gimnaziu, liceu şi concursuri, Editura Mediamira, 2007 • POP, Vasile, Geometrie combinatorică, Editura Mediamira, 2007 • RADU, I., Ionescu, M., Experienţă didactică şi creativitate, Ed. Dacia, Cluj, 1987 • ROCO, Mihaela, Creativitatea şi inteligenţa emoţională, Ed. Polirom, Iaşi, 2004 • ROŞCA, Alexandru, Creativitatea generală şi specifică, Ed. Academiei, Bucureşti, 1981 • ROŞCA, Alexandru, Creativitatea, Ed. Enciclopedică Română, Bucureşti, 1972. • TOMŞA, Gheorghe, Consilierea şcolară în învăţământul primar, Ed. Discipol, Bucureşti, 1997 • ŢOPA, Leon, Metode şi tehnici de muncă intelectuală, EDP, Bucureşti, 1979 • ZLATE, Mielu, Fundamentele psihologiei, Ed. Polirom, Iaşi, 2009 Surse web www.epsilon.ro www.referate.ro www.mangahigh.com www.didactic.ro www.clopotel.ro www.math.md www.olimpiade.ro www.viitoriolimpici.ro www.tes.co.uk/teaching-resource/Simon-Singh-6083890/ http://www.math93.com http://malini-math.blogspot.ro/2011/08/applications-of-trigonometry-in-real.html http://xavier.hubaut.info/coursmath 292 / 331 Modulele 6 și 7 (complementare) 293 / 331 Matematica și educația în spiritul dezvoltării durabile Contextul Cât de performant este sistemul de învăţământ românesc? Această întrebare apare destul de des, în împrejurări diferite. Studii realizate în ultimii ani (cum ar fi, de exemplu, Vlăsceanu, 2002; sau Noveanu, 2002 a, 2002 b) arată că răspunsul este mai degrabă dezamăgitor. Cel puţin în învăţământul matematic, ne confruntăm cu un paradox: în timp ce performanţele de vârf ale elevilor români sunt de excepţie (aşa cum o arată clasificările la Olimpiada Internaţională de Matematică, http://official.imo2011.nl/results.aspx), învăţământul de masă se situează undeva în jurul valorilor medii internaţionale (conform, TIMSS, http://timssandpirls.bc.edu/index.html). De aceea, o altă întrebare naturală este: Ce factori influenţează performanţele matematice ale elevilor? O ipoteză: performanţele elevilor sunt influenţate fundamental de modul de pregătire iniţială şi continuă a profesorilor. Studiul acestei ipoteze reprezintă o preocupare constantă în ceea ce se numeşte Mathematical Education. În lucrările consacrate subiectului de mai sus (cum ar fi, de exemplu, Hiebert, Morris şi Glass, 2003; sau Ball, Lubienski şi Mewborn 2001), câteva noi întrebări apar cu regularitate: • Care sunt competenţele dezirabile ale unui profesor de matematică? • Care sunt cunoştinţele necesare pentru a preda matematică la un anumit nivel de şcolaritate? • Ce programe de formare sunt adecvate pentru viitorii profesori de matematică? • Cum putem schimba, prin programe de formare, paradigma culturală a metodelor de predare întâlnite de viitorii profesori pe parcursul şcolarităţii? • Cum ar trebui concepute programele de formare continuă? Aceste întrebări prezintă un mare interes şi pentru învăţământul din România, deoarece Legea Educaţie Naţionale prevede schimbări fundamentale în formarea iniţială şi continuă a profesorilor. De aceea, modul de pregătire a profesorilor va cunoaşte, în următorii ani, transformări de substanţă. Ce ar trebui să poată O discuţie asupra competenţelor să facă un profesor de matematică? Documentul numit „Key competences for lifelong learning — a european reference framework”, care este un document oficial al Parlamentului şi Consiliului Europei, detaliază 8 competenţe, considerate competenţe cheie pentru învăţarea de-a lungul întregii vieţi. Dintre acestea, cele care se referă explicit la activitatea profesorilor de matematică sunt: 3) Mathematical competence and basic competences in science and technology (Competenţe matematice şi competenţe de bază în ştiinţe şi tehnologii) 5) Learning to learn (A învăţa să înveţi, pe tot parcursul vieţii). Politicile europene în domeniul educaţiei trasează doar cadrul general în care se pot dezvolta politicile naţionale. Designul unui program de formare, în particular al unui program de formare a profesorilor, trebuie să pornească de la definirea scopului urmărit. De aceea, o primă întrebare naturală este: 294 / 331 Ce competenţe ar trebui formate/ dezvoltate la un profesor de matematică? Întrebarea este dificilă, deoarece un profesor (în particular, un profesor de matematică) se formează la confluenţa a două domenii: domeniul ştiinţific (adică matematică) şi domeniul profesional (meseria de profesor). O analiză separată a acestor domenii este necesară pentru discuţia care urmează. Pe de o parte, Registrul Naţional al Calificărilor din Învăţământul Superior (DOCIS, 2010) precizează pentru calificarea Matematică (gândită aici ca domeniu ştiinţific) următoarele competenţe: Competenţe profesionale: • Operarea cu noţiuni si metode matematice • Prelucrarea matematica a datelor, analiza şi interpretarea unor fenomene şi procese • Elaborarea şi analiza unor algoritmi pentru rezolvarea problemelor • Conceperea modelelor matematice pentru descrierea unor fenomene • Demonstrarea rezultatelor matematice folosind diferite concepte şi rationamente matematice Competenţe transversale: • Aplicarea regulilor de muncă riguroasă şi eficientă, manifestarea unor atitudini responsabile faţă de domeniul ştiinţific şi didactic, pentru valorificarea optimă şi creativă a propriului potenţial în situaţii specifice, cu respectarea principiilor şi a normelor de etică profesională. • Desfăşurarea eficientă si eficace a activităţilor organizate în echipa • Utilizarea eficientă a surselor informaţionale şi a resurselor de comunicare şi formare profesională asistată, atât în limba română, cât şi într-o limbă de circulaţie internaţională. Pe de altă parte, Cadrul internaţional al competenţelor cadrelor didactice (v. Jäenecke, 2007, pag.17) defineşte următoarele competenţe de bază ale meseriei de profesor: • Dezvoltarea şi menţinerea relaţiei cu elevii • Punerea în practică a unui proces de predare-învăţare inovator, centrat pe elev • Stabilirea şi menţinerea unor medii de învăţare sigure şi adecvate şi a unor abilităţi eﬁciente de management al clasei • Planiﬁcarea şi aplicarea curriculum-ului, a programelor de lucru, a materialelor de formare şi a metodelor didactice (planiﬁcare şi predare) • Cunoştinţe privind disciplina de studiu şi curriculum • Evaluarea şi monitorizarea rezultatelor privind performanţa predării- învăţarii • Comunicarea cu membrii comunităţii educaţionale • Dezvoltarea reţelelor de colaborare cu comunitatea locală Dacă pornim de la aceste documente, asumate de Ministerul Educaţiei din România, competenţele urmărite prin programele de formare ar trebui să fie 295 / 331 formulate în conformitate cu grupele de competenţe de mai sus. Există însă şi alte modele posibile. De exemplu, Singer şi Sarivan (2006) dezvoltă un model în care competenţele specializării în meseria de profesor sunt generate prin interacţiunea a trei factori: factorul individual, factorul social şi factorul epistemologic. Vedem deci că problematica privind conturarea unor programe de formare profesională comportă o discuţie mai amplă. Ce ar trebui să ştie un O discuţie despre „subject matter knowledge” şi despre „pedagogical profesor? content knowledge” Diverşi autori (ca de exemplu Shulman, 1986) vorbesc despre trei tipuri de cunoştinţe pe care ar trebui să le aibă un profesor (în particular, un profesor de matematică): • cunoştinţe de specialitate (subject matter knowledge), care includ, de exemplu, cunoaşterea conceptelor, principiilor, faptelor specifice matematicii; • cunoştinţe de tip pedagogic (pedagogical content knowledge), care se referă la modalităţi de reprezentare adecvată a conceptelor matematice, precum şi la identificarea unor posibile dificultăţi de învăţare ale elevilor; • cunoştinţe despre curricula (curricular knowledge), care se referă la înţelegerea scopului şi secvenţialităţii programelor şi a materialelor folosite în cadrul procesului de învăţare. Alţi autori (ca de ex. Ball, Lubienski şi Mewborn, 2001), includ cunoştinţele necesare unui profesor în patru categorii: • cunoştinţe de specialitate (subject matter knowledge): înţelegerea matematicii ca domeniu de cunoaştere umană; cunoaşterea unor concepte şi proceduri matematice. • cunoştinţe despre predare şi învăţare (knowledge about teaching and learning): cunoaşterea scopului matematicii ca disciplină şcolară; predarea matematicii într-o manieră care îi implică şi îi ajută pe elevi. • cunoştinţe specifice despre elevi (knowledge about students as learners): înţelegerea aspectelor care pot fi interesante sau dificile pentru elevi; înţelegerea modului de gândire al elevilor de o anumită vârstă. • cunoştinţe asupra contextului (knowledge about context): dispoziţia de a lua în considerare factori de natură cultural sau socială; înţelegerea clasei ca o comunitate de învăţare. În ceea ce urmează, vom adopta punctul de vedere exprimat de Tim Rowland, Peter Huckstep şi Anne Thwaites (2005), conform cărora există un cvartet de competenţe/ cunoştinţe necesare profesorilor de matematică. Într-o traducere aproximativă, acestea pot fi caracterizate astfel:  Înţelegere (foundation): se referă la înţelegerea domeniului ca atare şi la înţelegerea principiilor generale ale pedagogiei şi psihologiei şcolare; include diversele convingeri privind natura domeniului.  Transformare (transformation): se referă la capacitatea profesorului de a prezenta diverse idei matematice, folosind analogii, imagini/ scheme, exemple, explicaţii, demonstraţii simplificate/ 296 / 331 adaptate.  Conexiuni (connection): se referă la abilitatea profesorului de organizare secvenţială a materialului, de realizare de legături între fapte aparent disparate şi de înţelegere a necesităţilor cognitive ale elevilor.  Accidente (contingency): se referă la abilitatea profesorului de a depaşi unele situaţii neprevazute, de a se adapta „din mers” la noile condiţii. Vom explica în continuare, prin câteva exemple, la ce se referă acest cvartet de cunoştinţe sau competenţe. ceastă categorie include cunoştinţele „de specialitate” ale profesorului, Înțelegere A acumulate pe parcursul formării sale academice. În accepţiunea autorilor citaţi, „înţelegerea” nu se rezumă însă doar la acest tip de cunoaştere. Activitatea unui profesor este influenţată fundamental de convingerile şi credinţele pe care le are acesta despre modul în care se predă matematica, precum şi despre natura matematicii în sine; de aceea, „înţelegerea” se referă şi la opiniile profesorilor privind rolul şi locul matematicii în formarea elevilor, ca viitori membri ai societăţii. În cartea lor, „Ce este matematica?”, Richard Courant şi Herbert Robbins afirmă: „Predarea matematicii a degenerat uneori într-o dexteritate seacă de rezolvare a problemelor, care poate dezvolta îndemânarea formală, dar nu duce la o înţelegere reală sau la o mai mare independenţă intelectuală.” (Courant şi Robbins, 1969, pag. 7). Un semnal de alarmă privind modul de predare a matematicii îl constituie şi comentariul făcut de Howard Gardner în cartea „Mintea disciplinată”. El spune: „ În matematică, problema întâlnită în mod uzual de elevi se poate descrie ca «algoritmi rigid aplicaţi». Elevii memorează formulele şi pot apoi să introducă în mod corect numerele în ele. În absenţa unui indiciu care să le arate că e nevoie de o anumită formulă, ei se dovedesc însă incapabili să folosească această formulă. Şi dacă o uită, sunt şanse mici ca ei să o obţină din nimic, pentru că de fapt nu au înţeles-o niciodată, formula fiind de fapt doar un şir sintactic introdus în memorie.” (Gardner, 2011, pag. 129) Poate că o cauză a acestor „derapaje” în învăţare stă şi în convingerile eronate ale profesorilor privind natura domeniului, convingeri care au repercursiuni asupra modului lor de predare. Exemplul următor arată că problema este reală şi că o discuţie pe această temă rămâne de actualitate. La începutul anului şcolar 2011-2012, unor studenţi din anul I de la Facultatea de Matematică şi Informatică din Bucureşti li s-au adresat următoarele întrebări: a) Transformaţi în fracţie ordinară numărul 0,(36) b) Explicaţi de ce se procedează aşa. Dintre cei 56 de studenţi care au răspuns la aceste întrebări, 14 nu şi-au reamintit algoritmul de transformare, 41 au răspuns corect la întrebarea a) şi doar un singur student a putut să explice de ce regula de transformare este cea enunţată. Mulţi studenţi au aplicat corect regula de transformare, dar, la a doua întrebare, au repetat în cuvinte algoritmul aplicat („la numitor, se scriu atâtea cifre de 9 ...”). Este simptomatic faptul că majoritatea studenţilor nu au înţeles sensul întrebării b). Faptul că studenţii nu au nici cea mai vagă idee despre modul de justificare a formulei de transformare, (deşi aceşti studenţi au – măcar la nivel declarativ – cunoştinţe de analiză matematică), sugerează faptul că este posibil ca aceşti 297 / 331 studenţi să îşi fi format o imagine greşită asupra naturii matematicii, ca domeniu de cunoaştere: ei au impresia că este suficient să ştim anumite fapte, fără a fi nevoie să putem explica de ce acestea au loc! Altfel spus, percepţia lor despre matematică pare a fi mai degrabă de natură tehnologică – e suficient să cunoşti o succesiune de operări, dar nu şi procesul în ansamblu. Este posibil ca, în unele cazuri, această percepţie să fie indusă chiar de convingerile pe care înşişi profesorii elevilor respectivi le au asupra naturii matematicii, ca domeniu de studiu. De aceea, o bună pregătire a profesorilor trebuie să includă înţelegerea, în accepţiunea definită mai sus. e la început, trebuie să facem o distincţie clară între matematica – domeniu de Transformare D cunoaştere şi matematica – disciplină şcolară. Matematica – domeniu de cunoaştere se dezvoltă în cadrul unui sistem propriu, în care se porneşte de la fundamente de natură axiomatică şi se operează cu reguli de deducţie logică. O expunere sistematică a unor rezultate matematice presupune (ca în cazul programului Bourbaki) rigoare şi generalitate. Dacă ar fi să prezentăm simplificat stilul folosit de grupul Bourbaki, acesta ar putea fi descris astfel: definiţie, teoremă, corolar. Pentru a putea fi integrate în şcoală, conceptele matematice „au nevoie de adaptări care le simplifică şi le accesibilizează, adaptări care transmit esenţialul şi păstrează coerenţa” (Voica şi Singer, 2005). Stilul „bourbakist” de prezentare a matematicii se păstrează încă în mediul academic: multe cursuri universitare (cel puţin din România) sunt construite pe această structură. Mai departe, fostul student (actualul profesor) preia acest model şi îl aplică la clasele sale, aşteptându-se ca elevii să acumuleze şi să opereze cu informaţia primită. Problema este că informaţia de tip „academic” este improprie unei învăţări eficiente, cel puţin la vârste şcolare mici: această informaţie trebuie „transformată” didactic, adaptată nivelului de cunoaştere şi de înţelegere al elevilor. Cu unele rezerve, observaţia rămâne valabilă şi pentru modul de predare a cursurilor universitare: chiar dacă se adresează unui „public” specializat şi matur, cursurile trebuie să fie adaptate şi prelucrate didactic. (De exemplu, o discuţie în acest sens privind cursul de Algebră Liniară se găseşte în articolul lui G. Harel, 1989.) Pentru a înţelege mai bine la ce se referă categoria denumită Transformare, să considerăm următoarea situaţie ipotetică: trebuie să predaţi la clasă împărţirea cu rest a polinoamelor. Desigur, o modalitate „directă” de abordare a subiectului ar putea fi explicarea a 1-2 exemple (fixarea algoritmului), apoi formularea enunţului teoremei (generalizarea exemplelor date), urmată, eventual, de demonstraţie şi de aplicaţii diverse. În acest fel, se pierde însă legătura cu concepte matematice deja fixate, cum ar fi, de exemplu, împărţirea cu rest a numerelor naturale. Scrierea numărului 4859 sub forma: 4⋅103 + 8⋅102 + 5⋅10 + 9 poate face legătura între numere naturale şi polinoame. Din această perspectivă, este utilă realizarea unei analogii între împărţirea polinoamelor şi împărţirea numerelor. Să comparăm de exemplu împărţirea numărului 4859 la 23 şi 32 împărţirea polinomului 4X + 8X + 5X + 9 la 2X+3: ce etape parcurgem în fiecare situaţie? 298 / 331 32 4859 | 23 4𝑋+8𝑋+5𝑋+9 | 2𝑋+3 Împărţim cifra de ordin maxim de la Împărţim monomul de grad maxim de deîmpărţit, la cifra de ordin maxim la deîmpărţit, la monomul de grad de la împărţitor m axim de la împărţitor 32 4𝑋+8𝑋+5𝑋+94𝑋 485946 � +32𝑋 32 2 / + 6𝑋2𝑋 2𝑋 /259 232 2 + 5𝑋 + 9 � Calculăm restul parţial şi Calculăm restul parţial şi continuăm continuăm analog analog ... ... Utilizarea unor imagini sugestive în descrierea unor concepte matematice ţine de asemenea tot de transformarea didactică a conceptelor matematice. De exemplu, imaginea următoare, în care este sugerată reprezentarea numerelor reale pe axă, poate crea un model mental prin care elevii ajung să îşi construiască o percepţie corectă asupra conceptului de număr real. Există diverse alte concepte care pot fi mult mai uşor interiorizate cu ajutorul unor imagini. Desenul unei scări este util în înţelegerea tipului de creştere – „cu pas egal” – caracteristic unei progresii aritmetice. În acest fel, formule „abstracte” capătă un sens concret, deoarece au un corespondent în imaginea – suport. Abilitatea profesorului de a oferi exemple relevante face parte tot din categoria „transformation”. Conceptele matematic sunt definite, de regulă, prin gen proxim („prin ce se aseamănă cu alte concepte, deja învăţate?”) şi diferenţă specifică („prin ce se deosebesc, totuşi, de acestea?”). Înţelegerea unui nou concept de către elevi presupune oferirea de exemple şi contraexemple. Acestea pot contribui atât la fixarea noilor noţiuni, cât şi la evitarea unor greşeli-tip ale elevilor. Astfel, când introducem noţiunea de şir convergent, este util să precizăm că: 111 • şirul 1; ; ; ...; ; ... este convergent; 23𝑛 • şirul 1; -1; 1; -1; ... nu este convergent (este divergent). 299 / 331 Din aceeaşi categorie („transformation”) face parte şi abilitatea profesorului de a re-formula anumite probleme. În activitatea la clasă apar uneori situaţii în care, pentru a sublinia o anumită idee, este indicat ca profesorul să folosească un acelaşi context matematic. De aceea, profesorii sunt deseori puşi în situaţia de a modifica sau de a reformula o problemă deja rezolvată: în acest mod, este accentuată componenta euristică a rezolvării problemelor (în accepţiunea lui Pólya, 1965). Să considerăm, de exemplu, următorul caz ipotetic. În manualul folosit la o clasă a 10-a este propusă următoarea problemă: Să se arate că pentru orice număr natural n are loc inegalitatea: (1+ √𝑛)2 1+ √ 2+⋯ +√𝑛 ≥ 𝑛 . √ Profesorul care predă la clasa respectivă ar dori să construiască un context în care să dezvolte înţelegerea acestei probleme. Pentru aceasta, ar trebui să propună diverse alte probleme, care reprezintă, relativ la problema dată, cazuri particulare, generalizări, modificări care păstrează metoda de rezolvare, modificări care subliniază factorul matematic determinant pentru rezolvare, etc. Cum poate proceda? Indicăm în continuare câteva astfel de enunţuri. 1. Verificaţi inegalitatea dată pe un caz particular. 2. Demonstraţi problema prin inducţie. 3 (1+ √𝑛)2 3 3. Demonstraţi că 13+ √23+⋯ +√𝑛 ≥ 𝑛. √ 4. Observaţi enunţurile celor două probleme propuse. Formulaţi o nouă problemă, în care, în locul radicalilor din enunţurile de mai sus, apar logaritmi în baza 2. Mai este oare adevărată inegalitatea obţinută? 5. Ce s-ar întîmpla dacă termenii sumei din stînga ar forma o progresie aritmetică? Unele demonstraţii pot fi reprezentate vizual, sau pot fi chiar înlocuite cu reprezentări vizuale ale acestora. De exemplu, în imaginile următoare apar reprezentări geometrice ale unor formule de calcul prescurtat. c a2 a2 a⋅ bb a⋅ a⋅ 2 c b b⋅ 2 a⋅b b ba⋅ cb⋅ c c2a⋅ entru a putea fi înţeleasă de către elevi, matematica şcolară presupune Conexiuni P evidenţierea unor legături intrinseci între noţiuni şi respectarea unei anumite logici interne a domeniului. Din această prespectivă, profesorul trebuie să manifeste abilitatea de a proiecta coerent activităţi, lecţii sau secvenţe de lecţii. Aceasta se referă nu doar la existenţa unei succesiuni naturale a conceptelor şi a procedurilor folosite, ci şi la conştientizarea necesităţilor cognitive ale elevilor în înţelegerea unui anumit subiect. 300 / 331 Ne vom referi în continuare la un alt aspect. În secţiunea 4.1., am dat un exemplu care arată că elevii/ studenţii nu reuşesc să facă o legătură între regula de transformare a unui număr, din reprezentarea zecimală cu perioadă simplă în reprezentare fracţionară şi formula de calcul pentru suma unei progresii geometrice, respectiv calculul unei limite. Această situaţie nu este singulară; vom da în continuare alte exemple. Unul dintre tipurile de exerciţii întâlnite în analiza matematică se referă la explicitarea termenului general al unui şir descris prin recurenţă liniară de ordinul doi: 𝑥= 𝑎𝑥+ 𝑏𝑥, pentru orice 𝑛≥ 3. 𝑛𝑛−1𝑛−2 Pe de altă parte, aceiaşi elevi (sau studenţi) învaţă la orele de algebră metoda lui Newton referitoare la calculul unor sume de puteri ale rădăcinilor unui polinom: 2 dacă 𝑥 şi 𝑥 sunt rădăcinile polinomului 𝑋− 𝑎𝑋−𝑏, se cere să se calculeze 12 55 (de exemplu) 𝑥+𝑥 . 12 Deşi există o evidentă legătură între aceste metode de calcul, nu sunt puţine cazurile în care aceasta rămâne „ascunsă”. De obicei, elevii (sau studenţii) învaţă algoritmii de calcul şi reuşesc să îi aplice în probleme, fără a înţelege că formula memorată în primul caz are legătură cu procedeul de calcul aplicat în al doilea caz. O situaţie de acelaşi tip apare în legătură cu predarea Teoremei lui Pitagora. Nu ne referim aici la modul de demonstrare a acestei teoreme (care este, în mod tradiţional, cel legat de asemănare, deşi există câteva sute de alte demonstraţii!), ci la interpretarea geometrică a teoremei. Înţelegerea acestei teoreme presupune realizarea unor legături între faptele algebrice (calculul pătratelor lungimilor unor segmente) şi corespondentul lor geometric (ariile unor pătrate). Teorema spune de fapt că pătratele construite pe catetele triunghiului sunt echivalente cu pătratul construit pe ipotenuză. Exemplele anterioare arată că înţelegerea în matematică presupune realizarea de legături între concepte sau între proceduri, adesea foarte diferite. Este de presupus că majoritatea elevilor nu sunt capabili să realizeze astfel de conexiuni: de aceea, profesorul este cel care trebuie să evidenţieze, în procesul didactic, legăturile posibile. le patru categorii anterioare se referă, pe de o parte, la existenţa unor Accidente Ce cunoştinţe de un anumit tip şi, pe de altă parte, la alegerea voluntară de către profesor a unei anumite opţiuni educaţionale. Categoria pe care o discutăm acum se referă la acel tip de evenimente care pot avea loc în context educaţional şi care sunt aproape imposibil de anticipat; de aceea, ele nu pot fi luate în calcul în proiectarea activităţilor didactice. 301 / 331 Unul dintre aceste evenimente îl reprezintă întrebările imprevizibile ale elevilor. În discuţia cu Horia Roman Patapievici, în cadrul unei emisiuni difuzate de postul de televiziune TVR Cultural (Marcus şi Patavievici, 2008), academicianul Solomon Marcus spune: „Trebuie să stimulăm pe toate căile atitudinea interogativă a elevilor. Să se vadă asta şi în modul în care sunt făcute manualele, în modul în care se comportă profesorul la clasă.” Faptul că un elev îşi formulează ideile, nedumeririle sau întrebările pe parcursul unei ore de matematică ar trebui să conducă la o re-organizare ad-hoc a demersului didactic, o „rescriere” a agendei de lucru. Pentru profesor, ideile de rezolvare ale elevilor trebuie să aibă întâietate în faţa propriilor idei de rezolvare. Un alt eveniment posibil, care poate necesita o reorganizare a lecţiei, este răspunsul greşit dat de un elev la o întrebare. Pentru elevi, nu este util ca profesorul doar să constate existenţa unei erori, ci să fie ajutat să înţeleagă de unde provine această eroare şi ce mecanisme cognitive o generează. De aceea, un răspuns greşit ar trebui să conducă profesorul la regândirea demersului său didactic. De exemplu, înainte de a da un verdict (Ai greşit!), profesorul ar putea formula câteva noi întrebări, cum ar fi de exemplu: De ce crezi că este aşa? (adresată elevului care a greşit), sau chiar: Cum credeţi că a gândit colegul/ colega voastră? (adresată celorlalţi elevi). Aceste întrebări au ca scop declanşarea unui proces de auto-analiză a propriilor idei şi de activizare a clasei. În ultimii ani, se vorbeşte tot mai mult despre dezvoltare durabilă (sustainable development). Conceptul a apărut ca un posibil răspuns la problemele de mediu şi la criza resurselor naturale. Ca urmare, tot mai multe organisme internaţionale încearcă să sensibilizeze statele membre privind adoptarea unor politici referitoare la educaţia pentru o dezvoltare durabilă. Guvernul României şi Programul Naţiunilor Unite pentru Dezvoltare au elaborat şi aprobat, în 2008, Strategia Naţională pentru Dezvoltare Durabilă a României. Orizonturi 2013-2020-2030. În acest document oficial sunt prevăzute diverse direcţii strategice de acţiune pe termen mediu şi lung: în continuare, apar extrase din acest document referitoare la formarea iniţială şi continuă a profesorilor de matematică şi la calitatea actului educaţional. Oferta educaţională va include actualizarea curriculum-ului, introducerea noilor tehnici de predare centrate pe cerinţele şi pe stilurile individuale de învăţare ale elevului, promovarea inovaţiei în predare şi în învăţare, furnizarea competenţelor şi abilităţilor necesare pentru ocupaţiile noi, precum şi dotarea cu calculatoare şi asigurarea accesului la Internet. (pag. 84). Creşterea calităţii procesului de formare a personalului didactic şi de conducere din învăţământ prin sisteme flexibile pentru înnoirea stocului de cunoştinţe, punând accentul pe promovarea comportamentelor de tip „practician reflexiv”, capabil să transmita abordări interdisciplinare în susţinerea dobândirii rezultatelor învăţării, în special a celor derivate din exigenţele socio- culturale, economice şi ambientale ale dezvoltării durabile (pag. 88). Învăţarea eficientă va rămâne o prioritate, iar formele şi metodele de predare vor fi caracterizate prin 302 / 331 diversitatea şi flexibilitatea abordărilor pedagogice, şi se vor concentra pe formarea deprinderii de a învăţa şi de acumula cunoştinţe utile şi a capacităţii de a aplica aceste deprinderi într-un spectru larg de domenii (pag. 89). În paginile anterioare am prezentat cunoştinţe şi competenţe despre care se crede că sunt necesare unui (bun) profesor de matematică. O serie întreagă de întrebări apare, ca urmare a discuţiei de mai sus: • Cum se pot armoniza politicile educaţionale cu aceste perspective diverse? • Sunt oare competenţele necesare unui profesor o consecinţă a experienţei didactice? • Ce anume ar trebui să cuprindă un curs de formare/ perfecţionare ca profesor? • Cum putem oare influenţa schimbarea de paradigmă în educaţie? Educaţia pentru dezvoltare durabilă promovează învăţarea interdisciplinară, gândirea critică, abordările pluri-metodologice. Ne putem întreba: Ce programe de formare ar conduce studenţii, viitori profesori, la dobândirea acelor capacităţi/ competenţe pe baza cărora ar putea organiza şi desfăşura activităţi adecvate cu elevii lor? Cum anume ar trebui ei să procedeze, ca profesori, pentru a le asigura propriilor elevi educaţie pentru o dezvoltare durabilă? În cele ce urmează, încercăm să formulăm unele răspunsuri pentru întrebările de mai sus. Aceste puncte de vedere reprezintă totodată sugestii privind tematici ale cursurilor de formare iniţială sau de dezvoltare profesională a profesorilor de matematică. tudii diverse (ca, de exemplu, Whitbeck, 2000) evidenţiază faptul că studenţii Paradigma S u o viziune simplistă asupra viitoarei meserii de profesor: ei cred că predarea educaţională a este o activitate uşoară şi că aceasta se concentrează mai ales pe transmiterea de cunoştinţe. De aceea, programele de formare iniţială trebuie să găsească modalităţi prin care paradigma de predare este schimbată, de la o abordare centrată pe profesor, la o alta, centrată pe elev, în care metodele activ- participative sunt fructificate. O posibilitate: includerea în programele de formare a unor mini-proiecte de cercetare educaţională. Proiectul constituie o activitate de învăţare şi o modalitate de evaluare complexe, profund motivante. El contextualizează învăţarea, îi dă sens, prin aceea că se finalizează prin ceva concret care orientează achiziţiile elevilor/ studenţilor, aparent fără efort. Pe parcursul desfăşurării acestor proiecte de mini-cercetare educaţională, studenţii trebuie să interacţioneze cu elevii, să reorganizeze cunoştinţele matematice, să identifice aplicaţii ale acestora, să înţeleagă dificultăţile de învăţare ale elevilor şi să găsească soluţii de remediere. Proiectele îi pot face pe studenţi, viitorii profesori de matematică, să manifeste o atitudine autoreflexivă privind predarea şi învăţarea şi să fie astfel mai bine pregătiţi pentru cariera didactică (Voica şi Singer, 2011). 303 / 331 eoria inteligenţelor multiple (Gardner, 2007) oferă o altă perspectivă asupra Puncte de acces T învăţării diferenţiate. Conform acestei teorii, este necesar ca educatorii să ia în considerare diferenţele în plan mental dintre diferite persoane şi, pe cât posibil, să se adreseze unei varietăţi foarte largi de elevi. Gardner susţine necesitatea oferirii unor puncte de acces semnificative şi diversificate. Câteva exemple de astfel de puncte de acces spre concepte matematice, preluate în totalitate din Singer şi Voica (2005), sunt prezentate în continuare. Puncte de acces narativ. O scurtă istorioară dinamică poate precede introducerea unei noţiuni. De exemplu, povestea jocului de şah poate reliefa modul de creştere diferit al progresiei geometrice faţă de cea aritmetică şi poate sugera ordinul de mărime al sumei câtorva termeni ai unei astfel de progresii. Punctele de acces numerice. Unora dintre elevi le place să aibă de-a face cu numere şi relaţii numerice. Problemele de numărare pot fi folosite ca un excelent mijloc pentru imaginarea şi analiza configuraţiilor geometrice. De exemplu: câte triunghiuri se pot forma cu vârfurile în vârfurile unui cub? Punctele de acces logice. Anumite enunţuri devin mai accesibile dacă sunt formulate sintetic în forma dacă- atunci, în propoziţii scurte. Trecerea în această formă se dovedeşte utilă în multe cazuri. De exemplu, teorema: Într-un triunghi isoscel mediana corespunzătoare bazei este şi înălţime, este util să fie formulată: Dacă un triunghi este isoscel, atunci mediana corespunzătoare bazei este şi înălţime, pentru a pune în evidenţă relaţia logică dintre ipoteză şi concluzie. De asemenea, raţionamentul tip silogism trebuie scos în evidenţă frecvent în orele de geometrie. De exemplu: Dacă orice pătrat este romb, atunci el are proprietăţile rombului şi dacă ABCD este un pătrat, atunci ABCD are toate proprietăţile rombului, inclusiv aceea că diagonalele sunt bisectoarele unghiurilor. Punctele de acces estetice. Se poate recurge la o operă de artă pentru a introduce diferite teme la geometrie. Reproduceri după tablouri de Mondrian, Kandinski, o discuţie pe tema punctului şi a liniei în geometrie pornind de la analiza imaginii pot stârni interesul către matematică al copilului cu inteligenţă vizuală. Punctele „practice” de acces. Copiii sunt stimulaţi de posibilitatea de a lucra cu materiale concrete. Utilizarea materialului didactic în oră şi, mai ales, prelucrarea lui directă de către elev poate contribui decisiv la înţelegerea unor tipuri de probleme şi, în acest mod, la apropierea de matematică în special a copiilor înclinaţi spre o abordare practică manipulatorie. Punctele de acces interpersonale. Până acum, punctele de acces trecute în revistă au fost cele care se referă la elev ca individ. Totuşi, unii elevi vor să înveţe în compania semenilor lor. Unora le place să colaboreze cu colegii lor, iar altora le place să dezbată, să argumenteze, să prezinte interese contradictorii şi să ocupe diferite roluri. Proiectele sunt vehicule ideale pentru astfel de abordări interpersonale. Prin participarea la proiecte atractive şi care durează mai multe săptămâni, elevii pot interacţiona între ei, pot învăţa din cuvintele şi acţiunile altora, pot surprinde propriile reacţii faţă de un subiect şi îşi pot aduce propriile contribuţii idiosincratice la efortul de grup. 304 / 331 atematica este percepută, prin excelenţă, ca o disciplină în care se rezolvă Sarcini de lucru M probleme. Ce este o problemă? Am fi tentaţi să spunem că oricine ştie răspunsul la această întrebare: o problemă este un enunţ matematic, în care există o ipoteză şi o concluzie clar formulate. Este dificil însă ca, pe baza celor de mai sus, să facem distincţia între problemă şi exerciţiu. G. Pólya (1971) descrie problemele prin intermediul procesului de rezolvare: „A rezolva o problemă oarecare ni se pare că înseamnă oarecum a găsi o cale, sau o ieşire: o cale de a ocoli un obstacol, o ieşire dintr-o dificultate” Matematica, privită ca disciplină şcolară, ar trebui să vizeze (conform principiilor dezvoltării durabile), formarea la elevi a capacităţii de a aplica cunoştinţele matematice în practică. De aceea, pentru activitatea la clasă sunt importante nu doar problemele, ci, mai ales, situaţiile-problemă: acestea apar, prin excelenţă, în context cotidian, limbajul folosit în descrierea lor este cel uzual, iar „ce se dă” şi „ce se cere” nu sunt totdeauna formulate explicit. Cum formulăm probleme adecvate necesităţilor cognitive ale elevilor? Cum identificăm situaţii- problemă? Contrar aşteptărilor, aceaste abilităţi nu se formează de la sine, ca rezultat al experienţei didactice (Voica şi Voica, 2010; Pelczer, Singer şi Voica, 2011). De aceea, este nevoie de conştientizarea profesorilor privind elementele textului unei probleme şi conceptele matematice care dau coerenţa şi consistenţa acestuia, poate chiar de un antrenament specific în acest sens. De aceea, cursurile de problem solving (acolo unde există astfel de cursuri!), ar trebui dublate de cursuri de problem posing. Situaţiile-problemă pot fi generate pornind de la activităţi cotidiene: vizita într- un magazin, designul plăcilor de faianţă sau arta fotografică (conform Singer şi Voica, 2010) pot constitui pretexte pentru identificarea unor situaţii-problemă şi legarea matematicii de practică. 1. Să presupunem că sunteţi profesor la clasa a V-a şi le cereţi elevilor să dea un Aplicaţii și teme de 132 reflecție e xemplu de fracţie cuprinsă între şi . Unul dintre elevi răspunde , iar la 243 întrebarea: Cum ai gândit?, explică: „Deoarece 2 este între 1 şi 3, iar 3 este între 2 şi 4.” Cum aţi continua lecţia? 2. Evidenţiaţi analogii între pătrat şi cub. Cum ar putea fi oare fructificate aceste analogii în predare? Ce alte tipuri de analogii ar mai putea fi utile pentru elevi? 3. Aria unui dreptunghi se calculează cu formula: A =L× l. Este oare util pentru un adult să cunoască atât formula de mai sus, cât şi o justificare a acesteia? De ce? 4. Reflectaţi asupra întrebării: Ce credeţi că ar trebui să ştie un profesor de matematică, pentru a putea fi performant în meseria aleasă? 305 / 331 Educația durabilă a cadrelor didactice Educația durabilă prin integrarea noilor tehnologii în practica de predare-învățare Iniţial, computerul a fost utilizat în modelul învățării programate inițiat de B. F. Skinner, model care îşi propunea controlul de către profesor asupra a ceea ce se învaţă şi cum se învaţă. Astăzi, însă, vorbim despre activitatea de învățare mediată de computer din perspectiva procesării informației. Aceasta ne poate explica modul în care accesăm, filtrăm, reprezentăm și evaluăm cunoștințele proprii. Fiind conștienți de limitele resurselor noastre psihice, de dificultățile de elaborare a strategiilor personalizate de învățare, tehnologia ne ajută să demontăm aceste constrângeri. Este adevărat, nu pe toate... Este minunat, însă, să sporim gradul de încredere în ceea ce poate realiza elevul nostru, chiar ajutat de computer. Elevii sunt învățați să folosească computerele de la o vârstă fragedă. Ne întrebăm, firește, cum va influența computerul dezvoltarea cognitivă și socială a elevului? Există o serie de temeri justificate legate de adicția sau izolarea socială ca fenomene influențate de utilizarea calculatorului. Acestea pot fi contracarate, însă, de rezultatele multor cercetări a căror concluzie poate fi rezumată prin evidențierea avantajelor unei învățări mai productive și mai motivate. Reflecția educatorului, fie el părinte sau profesor, poate fi susținută de două interogații: 1. De ce se știu atât de puține lucruri despre impactul utilizării tehnologiei asupra activității neuro-psihice a elevului? Neuro-psihologia ne oferă, din păcate, explicații doar pentru situația de utilizare excesivă a computerului. Cercetătorii au constatat următoarele posibile efecte negative, efecte de care profesorii ar trebui să fie conștienți: sedentarismul și consecințele asociate lui, tulburări emoționale, dependența, creșterea producției de dopamină (în timpul jocurilor electronice, ceea ce duce la o stare de bine inexplicabilă, asociată cu energie în exces), afectarea capacității de concentrare a atenției. 2. Promovează tehnologia strategii generale de gândire la copil sau dezvoltă preponderent anumite abilități cognitive? Putem evidenția, ca suport oferit pentru un posibil răspuns, în acest context, rezultatele cercetărilor realizate de Patricia Greenfield și colaboratorii săi asupra jocurilor pe calculator. Aceste rezultate demonstrează stimularea dezvoltării unor abilități cognitive particulare subsumate, în fapt, capacității de procesare a informației spațiale. Aceasta pentru că cele mai multe jocuri presupun manipularea cu viteză a unor obiecte-imagini. Se poate estima că utilizarea abilităților spațiale prin jocuri pe calculator poate fi extrapolată și în activitățile de învățare la Științe sau Geometrie. Un număr considerabil de cercetări privind natura socială a învățării confirmă faptul că lucrul în echipă este benefic în raport cu efortul individual, iar studiul individual și efectele lui mai puțin dorite nu sunt, în mod direct, o consecință a suportului tehnologic. Sugestie de activitate de învățare: Puteți propune elevilor activităţi indiviuale cu sarcini identice pentru toţi sau situații de soluționare colectivă a unei sarcini comune. Astfel, aceștia pot lucra singuri sau se pot implica în activităţi colaborative cu un grad divers de structurare. Comparați efectele în învățare! Atenţie! Elevii pot transforma cu ușurință computerul în proteză cognitivă, instalându-se un soi de „lene intelectuală”. Multe dintre sarcinile sau activitățile de învățare trebuie realizate direct de către copil, fără 306 / 331 nici un fel de ajutor. Tehnologia poate dezvolta nu numai capacități cognitive, ci și metacognitive. Atunci când elevul selectează teme și asociază anumiți termeni prin căutare pe internet, implicit evaluează rezultatele căutării și se angajează într-un proces de luare de decizii: alege ceea ce trebuie să citească, face legături între cunoștințe, ia notițe, formulează întrebări, intuiește explicații corecte (Gunn & Hepburn, 2003; Hoffman, Wu, Krajcik & Soloway, 2003). Toate acestea sunt abilități metacognitive extrem de importante în procesul de învățare. Computerul este și un instrument de reprezentare a cunoașterii. Altfel, Computerul transformă ideile în „materie” spus, computerul poate transforma ideile abstracte în materie. Elevul poate efectua simulări şi modelări în cadrul lucrărilor experimentale de laborator; poate să creeze lumea „la scara mică”, în care devine posibilă rotirea obiectelor, manipularea, măsurarea, refacerea acţiunilor, vizualizarea dinamicii relaţiilor dintre elementele componente. Se pot crea experienţe greu accesibile (care presupun costuri ridicate sau un grad înalt de periculozitate, imposibilitate istorică sau îndepărtare în spaţiu) sau care necesită în mod normal experiență și exersare - de exemplul pilotarea unui avion). Computerul permite înregistrarea, atât a activităţii, cât şi a produsului, care pot fi păstrate, reluate şi modificate. De asemenea, are un potenţial adaptativ deosebit dat de semnalizarea automată prin alerte (feedback imediat), de oferirea și analiza de alternative de răspuns. Exemplul 1: Un astfel de instrument de învățare, primul în istoria tehnologiei, a fost Learning Tool, dezvoltat în 1980 (Kozma, 1987) prin intermediul unui program ce își propunea să îi ajute pe elevi în organizarea, corelarea și activarea cunoștințelor extrase din multiple surse de informare. Acest sprijin în învățare a devenit posibil prin furnizarea de intrumente ce permit sublinierea, organizarea concepetelor în hărți grafice, înregistrarea de notițe explicative - modalități concrete de suport pentru reprezentarea în formate multiple. Exemplul 2: Un program mai recent este Inspiration (vezi www.inspiration.com). Acesta permite elevilor să ilustreze cunoștințele asimilate într-o varietate de forme, narative, scrise, simbolice, iconice pe care, ulterior, le vor distribui spațial în hărți conceptuale. Cercetările efectuate explică o serie de efecte pozitive ale utilizării de către elevi a hărții conceptuale: dezvoltarea funcției de retenție a memoriei, prin comparație cu simpla lectură a textului scris, în special pentru elevii cu abilitate verbală insuficient dezvoltată sau cu un background slab al informației (Novak, 1998). De asemenea, elevii pot construi tabele, diagrame, realiza ilustraţii, elabora liste, numerota pagini, insera anteturi, crea simboluri prin SmartArt și multe altele. atematica, Fizica și Chimia nu sunt abstracte, ele fac parte din viața de zi Orice copil poate iubi M cu zi. Câți dintre noi am învățat însă acest lucru la școală? Matematica, Fizica și Chimia Marcia Linn și colaboratorii săi (1992) argumentează de ce elevii noștri petrec tot mai puțin timp făcând calcule pe hârtie. Pentru că, folosind computerul, pot calcula sume mari, pot estima tendințe de creștere sau 307 / 331 descreștere și pot face predicții cu precizie matematică. DVD-urile (digital video disk) pot conține animații ale unor evenimente la nivel microscopic sau fenomene-gigant precum furtunile de zăpadă sau tzunami, vizualizări ale diferitelor reacții chimice, texte cu informații despre hazardul unor fenomene, exemple de demonstrații în laborator a unor fenomene rare (Broks & Brooks, 1996). Pe lângă cantitatea mare de informații conținută, DVD-urile facilitează navigarea în program și selectarea unor activități conform nevoilor de învățare. Educatorii văd, de obicei, eroarea, ca pe o sancţiune frustrantă de învăţare. Învățarea prin încercare și Eroarea, însă, are un rol pozitiv în învăţare prin feedback-ul calitativ pe eroare, o nouă concepție e îl oferă. Iată cum arată o situație de învățare prin încercare și eroare: asupra învățării car elevul asimilează un set de cunoștințe; i se dă o sarcină spre rezolvare; i se acordă timpul necesar realizării sarcinii; dacă răspunde corect, trece la secvenţa următoare (întărire pozitivă), dacă greșește, este orientat spre o ,,programă secundară”, obligatorie pentru corectarea răspunsului. Sugestii de bune practici în învățare: 1. Nu creați situații de învățare bazate exclusiv pe computer. Individualizarea excesivă a învăţării duce la izolarea elevului de climatul psihosocial; 2. Nu segmentați prea mult materialul de învăţat; se poate ivi situația învățării în salturi sau a atomizării informației; 3. Nu dirijați excesiv, pas cu pas învățarea, inhibând astfel dezvoltarea creativității elevului; 4. Folosiți frecvent metode de întărire pozitivă! Există cel puțin două modalități de a sprijini ideea învățării de tip Abordarea constructivistă constructivist prin utilizarea tehnologiei în școală: ca instrument de în învățare, nu doar un imulare a unei lumi explorabile la scară mică și ca sursă de interacțiune și trend s acilitator al învățării colaborative pentru copii. f Computerele pot furniza multe trasee de cunoaștere prin care elevul să conștientizeze cât de complexă este lumea reală (Hely & Hoyles, 2001; Kordaki & Potari, 2002). Exemple Un exemplu de micro-univers este Geometer Sketchpad care permite elevilor să transforme obiecte de forme neregulate în pătrate ale căror arii pot fi calculate și direct comparate. Pot vedea, de exemplu, cum Alaska este mai mare decât Texasul, Oklahoma, New Mexico și Colorado la un loc. Un alt exemplu, Probability Explorer, permite elevilor să proiecteze probabilitatea unor fenomene legate de realitate, precum prognoza vremii (Drier, 2001). Toate aceste exemple ilustrează cum dezvoltarea cognitivă 308 / 331 poate fi stimulată prin acțiuni de explorare și reprezentare vizuală a unor idei abstracte. Site-ul Telementor Program (www.telementor.org) promovează o astfel de concepție a parteneriatului în învățare și furnizează telementori voluntari pentru elevi, studenți și profesori din toată lumea. În funcție de nevoia de expertiză, comunitatea de învățare se poate extinde prin implicarea de practicieni și specialiști. Programele de simulare multimedia sunt un exemplu excelent pentru ceea ce azi pedagogii denumesc „învățare în mediu imersiv”. Elevul pătrunde într-un univers ale cărui trăsături sunt relativ identice cu cele ale fenomenelor reale; intră, de fapt, într-o realitate virtuală. Prin contrast, simulările multimedia standard care pun elevul doar în situația de a mișca mousse-ul pe un ecran, sunt considerate medii slab imersive (Roxana Moreni, Richard Mayer, 2002). În anii ’80, atunci când computerele au apărut pentru prima dată într-o Diferențele de gen în asă de elevi, cercetările arătau că fetele foloseau computerul mai puțin utilizarea computerului, cl cât băieții. Această discrepanță nu a dispărut, din păcate, nici azi. Mai ieri și azi de mult, adăugăm diferențe în modul în care este folosit calculatorul de către cele două categorii. Băieții îl folosesc în special pentru jocuri, iar fetele pentru scriere (De Bell și Chapman, 2003). Ce putem face pentru a reduce aceste diferențe? Autori precum Duff (2000), Gipson (1997), Nicholson și alții (1998) au formulat câteva recomandări: • Întrucât literatura de cercetare indică faptul că experiențele timpurii pozitive influențează succesul de mai târziu, educatorii și profesorii trebuie să demonstreze o atitudine de încurajare egalitară a elevilor, atât a fetelor cât și a băieților; • Fetele au nevoie de mai multe modele de rol în folosirea computerului, acasă (mama, sora) și la școală (colega, profesoara); • Profesorii trebuie să formuleze față de fete așteptări pozitive privind folosirea tehnologiei; • Școlile pot introduce un program de telementorat care să pună fetele în contact cu profesioniste, în special ale căror ocupații sunt subreprezentate. Ursuline Academy, un liceu privat din Dallas (Texas), a creat și gestionat cu succes un astfel de program. u există probabil un loc unde învățarea asistată de computer să aibă un Computerul, suport pentru N act atât de semnificativ ca în situația elevilor cu cerințe speciale. elevii cu cerințe speciale imp Instrumentele tehnologice folosite în acest scop variază de la cele mai simple până la cele personalizate și sofisticate. În plus, proiectarea unor astfel de tehnologii adaptate a condus la o serie de inovații. Tehnologia poate ajuta: • elevii cu deficienţe de vedere (prin interfețe care permit creşterea fonturilor sau a contrastului, prin sisteme de interacţiune în Braille sau 309 / 331 în limbaj natural); • elevii cu dificultăţi severe şi multiple de învăţare (prin jocuri de memorie, prin învățarea prin încercare și eroare într-un mediu controlat); • elevii cu dizabilităţi motorii (prin facilitarea accesului, dezvoltarea autonomiei personale în mișcare). sihologia face adeseori distincție între două tipuri fundamentale de Computerul poate stimula P otivație, și anume motivația extrinsecă și cea intrinsecă. Unii cercetători motivația pentru învățare? m ne-ar convinge imediat prin faptul că învățarea asistată de computer este deosebit de eficientă prin posibilitatea de feedback imediat oferită de acesta. Alții ar argumenta prin: personalizarea sarcinii de învățare, crearea unor situații ce dezvoltă imaginația și creativitatea elevului, responsabilizarea asumată în propria învățare și posibilitatea de autocontrol (Hewitt, 2002; Hickey et alii 2001; Moreno & Mayer 2002). Scopul nostru, cel puțin în momentul de față, nu este acela de a demonstra ce tip de motivație este superior celuilalt, ci felul în care elevul poate obține profit maxim în dezvoltare. În ciuda diferențelor evidente dintre cele două tipuri de motivație, profesorul/educatorul ar trebui să înțeleagă faptul că ele se pot susține reciproc în condiții atent observate de către adult. Dacă facem o scurtă incursiune în studiile efectuate asupra tipului de motivație angajat în învățarea mediată de computer, vedem cum criticii cei mai acerbi pot demonstra facil că efectele benefice observate sunt pe termen scurt și că ele dispar odată cu stimularea oferită de computer. Putem, însă, enumera și studii care contrazic aceste idei: • Diana Cordova și Mark Lepper (1996) demonstrează că utilizarea computerului, prin personalizarea învățării, într-un mediu plin de fantezie și imaginație, modifică pozitiv capacitatea de percepție a propriului nivel de competență sau nivelul de aspirație. • Un studiu efectuat asupra elevilor cu risc de abandon școlar dintr-o școală malaeziană, care au fost învățați să folosească CD-ul și Internetul, ne descrie cum aceștia au devenit ulterior „experți în tehnologie” pentru proiectele ce necesitau învățarea colaborativă. Peste câțiva ani, riscul abandonului a fost eliminat. • Un grup de elevi de liceu din Israel a folosit LOGO cu atâta entuziasm, încât laboratorul a devenit o a doua casă pentru elevi: lucrau în timpul pauzelor, în timpul liber și chiar după cursuri. (Doppelt & Barak, 2002) ă elevii, reflectați asupra următorului fapt: cât timp poate Aplicaţii și teme de reflecție 1. Cunoscându-v petrece pe Internet fiecare dintre ei, astfel încât să nu existe o schimbare notabilă a comportamentului acestora? 310 / 331 Promovarea egalităţii de şanse în educaţie prin ore de matematică Egalitate de șanse prin instruire diferențiată Matematica este omniprezentă în multe domenii de activitate, deci din perspectiva unei educaţii durabile şi a unei bune inserţii / adaptabilităţi pe piaţa muncii este necesar ca elevii să aibă un orizont cât mai diversificat de noţiuni matematice de bază, coroborat cu abilităţi specifice. Mai mult, trebuie dezvoltată capacitatea ca, ulterior, în funcţie de necesităţi, ei să îşi poata extinde singuri, în funcţie de necesităţi, acest bagaj de cunoştinţe. Ne propunem să prezentăm un singur exemplu care să ilustreze modul în care matematica îşi face simţită prezenţa în ştiinţe ale naturii, şi anume în ecologie. Astfel, abordările cantitative au avut un rol important încă din prima parte a secolului XX, ducând la cristalizarea unei noi discipline: ecologia numerică. Aceasta combină abordări provenind din diverse discipline într-o metodologie generală, adecvată pentru analizarea datelor ecologice (Legendre şi Legendre, 1998). Monografia menţionată (Legendre şi Legendre, 1998) are un capitol special (capitolul 2) dedicat noţiunilor specifice de algebră liniară: matrice, operaţii cu matrice, rangul unei matrice, determinanţi, valori şi vectori proprii. După cum se poate observa din această enumerare, conţinutul matematic este unul extrem de consistent, implicând şi noţiuni predate, de obicei, în facultate şi care aduc anumite subtilităţi specifice matematicii superioare. Aceste concepte de algebră liniară şi exemplele aferente sunt cruciale pentru parcurgerea şi înţelegerea capitolelor următoare, dedicate explicit metodelor de procesare, analiză şi interpretare a datelor ecologice. Cu alte cuvinte, aparatul matematic este fundamentul pe care se bazează toate dezvoltările specifice ecologiei numerice. Pe de altă parte, este de presupus că această disciplină se adresează ecologilor, deci este necesar ca aceştia să aibă capacitatea de a învăţa şi apoi de a manevra conceptele matematice, în contextul de lucru specific. În binecunoscuta sa lucrare Frames of Mind. The Theory of Multiple Intelligences, apărută în 1983 şi reeditată în 2011 (Gardner, 2011), Howard Gardner argumentează faptul că inteligenţa nativă prezintă forme extrem de diverse, existând forme variate de abilităţi cognitive, cu un grad redus de corelaţie între ele. Gardner şi Hatch (1989) enumeră explicit şapte tipuri de inteligenţe, dintre care cea logic-matematică are drept componentă fundamentală „sensibilitatea la, şi capacitatea de a discerne structuri logice sau numerice; abilitatea de a realiza lanţuri lungi de raţionament” („Sensitivity to, and capacity to discern, logical or numerical patterns; ability to handle long chains of reasoning” – Gardner şi Hatch, 1989). Este de la sine înţeles că nu toţi elevii sunt atraşi de problemele care impun o inteligenţă de tipul logic- matematică şi nu prezintă aptitudinile adecvate pentru aprofundarea conceptelor matematice într-un context abstract. Acest aspect nu trebuie înţeles ca având o conotaţie negativă, ci ca pe o stare de fapt. Un aspect esenţial pentru profesorii de matematică este complementaritatea dintre teoria inteligenţelor multiple şi cea a stilurilor de învăţare, iar combinarea lor adecvată poate duce la perfecţionarea binomului predare / învăţare (Denig, 2004). Discutăm în continuare una dintre posibilele soluţii ce stau la dispoziţia profesorilor: predarea diferenţiată. le două premise descrise în paragraful anterior sunt complementare şi, Abordare: predarea Ce ntru a răspunde simultan în mod pozitiv exigenţelor impuse de diferenţiată pe amândouă, este necesar ca modul de predare a noţiunilor noi (incluzând aici toate etapele: introducerea noilor concepte, explicarea semnificaţiei lor şi detalierea prin exemple) să fie unul diferenţiat, în funcţie de potenţialul elevilor. Trebuie operată o astfel de diferenţiere atât la nivelul informativ al conţinuturilor, cât şi la nivelul formativ reprezentat de modul de predare a acestora. În ceea ce priveşte conţinuturile, separarea programelor de 311 / 331 matematică în funcţie de profilul liceelor reprezintă o oportunitate pentru a preda conceptele diferenţiat, răspunzând ambelor cerinţe: orientare spre specificul unui anume domeniu, precum şi adaptare în funcţie aptitudinile şi performanţele elevilor. În ceea ce priveşte predarea, rolul formatorilor (profesori, autori de manuale, etc.) este unul fundamental. Ei au rolul decisiv în distribuirea adecvată şi acordarea ponderii corespunzătoare fiecăruia dintre elementele specifice unei unităţi de învăţare: • Problematizare. • Introducerea conceptelor centrale. • Cazuri particulare / exemple. • Proprietăţi şi rezultate teoretice, teoreme. • Aplicaţii. În funcţie de specificul clasei, succesiunea acestora poate fi uşor modificată – de exemplu, poate fi urmată o schemă de lucru de tipul (a)- (c)-(b)-(e), în care conceptele abstracte sunt introduse pe baza exemplelor concrete şi accentul este pus pe componenta aplicativă. Exemple (studii de caz): În continuare, vom exemplifica modul în care se poate adapta succesiunea ementelor specifice predării şi ponderarea adecvată a acestora. Am ales predarea conceptelor de el temă algebra liniară, deoarece este este „pilonul” multor dezvoltari algebră liniară ca multerioare, atât strict în domeniul matematicii, cât şi în alte domenii cum ar fi informatica, ştiinţele economice, modelarea mediului, sistemele informaţionale geografice, etc. Practic, multe domenii de activitate impun (cel puţin) înţelegerea noţiunilor de bază de algebră liniară şi abilitatea de a folosi instrumentele specifice, în funcţie de problema abordată. În concluzie, este necesar ca ele să se regăsească în programele şcolare, însă se impune o abordare diferenţiată şi acordarea unei ponderi variabile teoriei şi aplicaţiilor, în funcţie de grupul de elevi cărora profesorii li se adresează. Vom prezenta şi vom discuta modul de predare diferenţiat al aceleiaşi teme în contextul programelor M1/M2, respectiv al programelor M4/M5, pe baza unor manuale aferente acestora. Pe lângă succinta prezentare a temelor incluse, vom exemplifica în detaliu adaptarea schemei generale de predare pentru anumite teme la specificul programei respective. 1. Programele M1 şi M2. Sursa utilizată este manualul Năstăsescu et al. (2006). • Structurarea materialului. Conceptelor specifice de algebră liniară le sunt dedicate trei capitole distincte: (1) Matrice, (2) Determinanţi, (3) Sisteme de ecuaţii liniare. Din perspectiva descrierii făcute mai sus, schema de lucru urmată este, în general, (a)-(b)-(c)-(d)-(e), o structură extrem de adecvată pentru clase de matematică-informatică. Ea permite valorificarea şi stimularea tipului de gândire logic-matematică, prin prezentarea materialului într-o structură foarte clară, logic înlănţuită şi prin prevalenţa elementelor abstract-teoretice. Trebuie menţionată prezenţa explicită a teoremelor, indicate ca atare şi însoţite (acolo unde este 312 / 331 posibil) de demonstraţii. Astfel, în aceste capitole se regăsesc teorema de corespondenţă între transformările liniare ale spaţiului Rn şi matricele pătratice de ordinul n, teoreme de existenţă şi unicitate pentru inversa unei matrice, formulele lui Cramer pentru rezolvarea unui sistem de ecuaţii liniare, teoreme referitoare la rangul unei matrice, teorema Kronecker-Capelli, teorema lui Rouché, metoda lui Gauss. Detaliem în continuare structura specifică pentru două teme: introducerea conceptului de matrice şi metoda lui Gauss de rezolvare pentru sisteme de ecuaţii liniare. • Introducerea conceptului de matrice. Schema de lucru este (a)-(b)- (c), această temă constituindu-se în secţiunea de început a primului capitol. Problematizarea – pasul (a) este legată de o situaţie de lucru concretă şi extrem de cunoscută elevilor: rezolvarea sistemelor de ecuaţii liniare. Pentru a sublinia însă caracterul general al teoriei introduse, probema este formulată într-un context abstract, şi anume modelarea sistemelor de m ecuaţii cu n necunoscute cu coeficienţi complecşi. Astfel, este introdus – pasul (b) conceptul de matrice cu m linii şi n coloane, ajungându-se la o modelare adecvată pentru problema formulată iniţial. Urmează pasul (c) – câteva cazuri particulare de matrice (matrice linii, matrice coloane, matrice pătratice) şi, în completare, exemple numerice concrete. • Metoda lui Gauss. Schema de lucru este (a)-(b)-(d)-(c). Prezentarea este realizată direct pentru cazul general al sistemelor de m ecuaţii cu n necunoscute. Este prezentat mai întâi contextul teoretic: efectuarea transformărilor elementare asupra sistemelor, urmat de enunţarea şi demonstrarea unui rezultat teoretic extrem de important: prin aplicarea unui număr finit de transformări elementare se obţine un sistem echivalent cu cel iniţial. În continuare este efectuat un raţionament, tot la nivelul abstract, care are drept finalitate enunţarea unei noi teoreme: orice sistem de ecuaţii liniare este echivalent cu un sistem de formă trapezoidală. În încheiere, sunt prezentate câteva exemple numerice explicite în care este aplicată teoria dezvoltată anterior. 2. Programele M4 şi M5. Sursele utilizate sunt manualele Voica et al. (2007a), respectiv Voica et al. (2007b). • Structurarea materialului. În manualele menţionate se găsesc două unităţi de învăţare dedicate algebrei liniare. Prima unitate este intitulată Matrice şi conţine trei secţiuni: (i) Calcul tabelar, (ii) Matrice şi operaţii cu matrice, (iii) Utilizarea matricelor în practică. Cea de-a doua unitate dedicată algebrei liniare se numeşte Determinanţi şi sisteme liniare, iar secţiunile aferente sunt (i) Rezolvarea sistemelor prin reducerea în scară, (ii) Sisteme şi determinanţi, (iii) Calculul determinanţilor: aplicaţii. Structura capitolelor este relevantă, indicând clar o orientare spre aplicaţii. Schema de lucru urmată este de tipul (a)-(c)-(b)-(c)-(e), cu menţiunea ca partea de problematizare însăşi conţine exemple concrete, din care este derivat conceptul introdus şi realizat pasul 313 / 331 către abstractizare. De asemenea, elevul este îndrumat şi motivat să descopere singur prin paragrafe intitulate sugestiv „Ne amintim şi explorăm!”, „Să analizăm!”. Ponderea teoremelor este mult mai redusă, enunţurile formulate vizând mai ales proprietăţi elementare (proprietăţi ale operaţiilor cu matrice) sau enunţuri cu caracter algoritmic aplicativ (orice sistem de ecuaţii liniare poate fi rezolvat prin metoda lui Gauss, formulele lui Cramer). Detaliem în continuare structura specifică pentru două teme: introducerea conceptului de matrice şi metoda lui Gauss de rezolvare pentru sisteme de ecuaţii liniare. • Introducerea conceptului de matrice. Schema de lucru este (a)-(c)- (b)-(c). Problematizarea este făcută pe baza unor exemple concrete, legate de viaţa de zi cu zi, (evidenţa vânzărilor, codificarea grafurilor, situaţia încasărilor), care vin să justifice introducerea conceptului de matrice, arătându-se modul în care formalizarea calculului tabelar poate simplifica operaţiunile efectuate în diverse situaţii practice. Se observă o abordare multi-context în care, pornind de la situaţii diferite se încearcă îndrumarea elevului către conceptele abstracte asociate. Pornind de la un astfel de exemplu (evidenţa vânzărilor a trei produse în cele cinci zile lucrătoare ale unei săptămâni), se arată cum pentru a modela convenabil această evidenţă, problemei date îi poate fi asociată în mod natural o matrice cu cinci linii şi trei coloane. Abia apoi este introdus, ca o generalizare a acestui exemplu, conceptul de matrice cu m linii şi n coloane. Exemplele prezentate ulterior, ca de altfel şi exerciţiile propuse sunt legate, la rândul lor, de situaţii concrete. • Metoda lui Gauss. Schema de lucru se bazează în principal pe partea de exemple, precedate de o scurtă problematizare şi urmate de o scurtă concluzie de natură teoretică. Astfel, problematizarea este legată de un sistem de două ecuaţii cu două necunoscute, arătându-se că este mai simplă rezolvarea unui sistem echivalent cu acesta, dar având forma de sistem „în scară”. Prezentarea explicită a mecanismului de lucru specific metodei lui Gauss este realizată pe baza a două exemple numerice concrete de sistem de trei ecuaţii cu trei necunoscute. Este arătat cum aceste sisteme (la primul în detaliu, la cel de-al doilea sugerând paşii şi indicând rezultate intermediare) pot fi aduse la o formă de tipul „scară” prin transformări elementare, ceea ce conduce la o determinare a soluţiilor. Exemplele sunt urmate de transferul înspre rezultatul teoretic abstract (orice sistem de ecuaţii liniare poate fi rezolvat prin metoda lui Gauss prin reducerea necunoscutelor sistemului, obţinând un sistem în scară, echivalent cu cel dat), enunţat ca o generalizare firească a cazurilor particulare de natură numerică prezentate. Din prezentarea făcută mai sus, rezultă clar abordări diferite, prefect adecvate la contextul predării, specific profilului programei. Se poate observa că în manualul pentru programa M1: • Problematizările sunt făcute în context general, uneori cu caracter teoretic. De exemplu, conceptul de matrice este introdus pentru a 314 / 331 modela cât mai adecvat sistemele – algebric descrise – de ecuaţii liniare cu un număr arbitrar de necunoscute. • Prezentarea rezultatelor şi a teoremelor este un element cheie al expunerii, iar justificările pe baza demonstraţiilor riguroase sunt prezente peste tot unde este posibil. • Exemplele numerice sunt extrem de relevante, venind întotdeauna ca o ilustrare a conceptelor / rezultatelor prezentate. • În concluzie, se poate afirma că, pe lângă completitudinea informaţiilor prezentate, manualul pentru programa M1 aduce rigoarea specifică gândirii matematice şi familiarizează elevii cu gradul ridicat de abstractizare specific acesteia. Pe de altă parte, în manualul pentru programele M4 şi M5: • Problematizarea este bazată pe exemple numerice asociate unor situaţii concrete, conceptul introdus fiind derivat în contextul problemei puse. De exemplu, conceptul de matrice este introdus în contextul calculului tabelar, asociat unor probleme practice din viaţa de zi cu zi. • Rezultatele şi teoremele au o pondere mai mică, iar prezenţa demonstraţiilor este limitată. • Se pune, un mai mare accent pe componenta aplicativă şi pe exemplele numerice legate de problemele practice, uneori cu trimitere directă la filierele şi profilurile cărora li se adresează manualul. • În concluzie, se poate afirma că, prin natura informaţiei conţinute, prin modul de prezentare şi prin numeroasele exemple incluse, manualele pentru programele M4 şi M5 sunt perfect adecvate unui stil interactiv, focusat pe dezvoltarea abilităţilor şi competenţelor matematice specifice unui context aplicativ. ul benefic al metodelor interactive de învăţare este adus în discuţie în Metode colaborative de Rol iind evidenţiate diverse modalităţi prin care pot fi învăţare şi aprofundare numeroase studii, f alorificate abilităţile de comunicare ale eveilor sau studenţilor pentru v învăţarea matematicii. În continuare vom detalia două forme complementare: • Rezolvarea problemelor de matematică. • Elaborarea unor proiecte informatice. 1.1. Rezolvarea colaborativă a problemelor de matematică Premise Introducerea metodei de rezolvare în grup ca strategie de lucru pentru rezolvarea problemelor de matematică se bazează atât pe consideraţii de natură generală referitoare la învăţare, cât şi pe observaţii specifice domeniului matematicii. Consideraţii generale. Principalul motiv pentru care trebuie explorată şi dimensiunea colaborativă a procesului didactic este legat de faptul că învăţarea este un proces activ, inerent social (Smith şi MacGregor, 1992). 315 / 331 Astfel, un elev nu poate obţine rezultate foarte bune dacă este complet izolat, interacţiunea cu profesorul / ceilalţi colegi este absolut necesară. În plus, membrii mediului academic trebuie să fie „agenţi” ai schimburilor culturale (Bruffee, 1999), cu alte cuvinte procesul de predare / învăţare creează premisele unor interacţiuni mult mai ample, care se depăşesc cadrul şcolii / universităţii, având implicaţii socio-culturale profunde. Consideraţii specifice. Studii recente (Chiu, 2008) subliniază importanţa lucrului în grup în cazul matematicii, arătând că grupurile care creează mai multe idei corecte au mai mari şanse să rezolve corect probleme de matematică. Se observă accentul pus pe crearea unor idei corecte, cu alte cuvinte, succesul nu este automat asigurat în cazul lucrului în grup, ci impune un cadru de lucru adecvat şi premise care trebuie sa contribuie la eficientizarea sa. Atât consideraţiile generale, cât şi cele specifice converg către o concluzie comună: este de dorit ca strategiile de predare să includă şi elemente adecvate care să conducă la interacţiunea directă a participanţilor în contextul lucrului în grup. Cum abordăm lucrul în grup? Este evident faptul că lucrul în grup nu trebuie adoptat ca formă de învăţare automat, fără o prealabilă analiză a contextului în care acesta este aplicat. Se poate face o diferenţiere în funcţie de sarcinile care revin membrilor grupului: • Sarcini identice. În acest caz toţi membrii grupului efectuează aceleaşi calcule sau rezolvă aceeaşi problemă, iar apoi confruntă rezultatele obţinute. Alternativ, ei pot lucra simultan la îndeplinirea aceleiaşi sarcini de lucru. Avantajul rezidă în posibilitatea de a compara, verifica şi de a comenta ulterior soluţiile obţinute, în contextul unei experienţe comune. Un alt avantaj este „universalitatea” acestui mod de lucru: orice exerciţiu se pretează lucrului în grup cu sarcini identice. Ca dezavantaj, este de menţionat eficienţa relativ scăzută, în perspectiva cantitativă. De asemenea, în cazul grupurilor cu structură ne-omogenă, pot apărea discrepanţe şi o sincronizare mai redusă. Exemple. După cum s-a arătat mai sus, orice tip de exerciţiu / problemă se poate constitui într-o sarcină de îndeplinit pentru lucrul în grup. Merită o menţiune exerciţiile cu mai mulţi itemi, care cresc eficienţa cantitativă, şi ar putea fi eficiente în cazul grupurilor eterogene. În acest caz însă, obiectivul comparării complete a rezultatelor nu poate fi atins în totalitate. • Sarcini similare. În acest caz, membrii grupului efectuează calcule diferite, însă având aceeaşi natură. Rezultatele obţinute sunt apoi coroborate pentru obţinerea rezultatului final. Acest tip de abordare duce la creşterea eficienţei cantitative, însă reduce posibilităţile de comentarii şi comparaţii. În plus, este necesară prezenţa unui membru al grupului cu iniţiativă care să împartă sarcinile, să coordoneze activitatea şi să colecteze rezultatele obţinute. Rolul profesorului este important, el având menirea de a superviza modul în care membrii grupului îşi îndeplinesc sarcinile. Exemple. Există exerciţii şi probleme care sunt extrem de potrivite pentru 316 / 331 acest tip de lucru în grup, deoarece rezolvarea lor implică mai multe sarcini având aceeaşi natură şi acelaşi grad de dificultate. 1. Operaţii cu matrice. Adunarea şi înmulţirea matricelor implică efectuarea aceluiaşi tip de operaţii aritmetice de mai multe ori. Astfel, operaţiile cu matrice pot fi alese pentru lucrul în grup, membrilor revenindu-le sarcini similare calitativ, dar diferite cantitativ. 2. Probleme de geometrie. Problemele de geometrie (sintetică, analitică) pot constitui, la rândul lor, o resursă ce trebuie exploatată în vederea cultivării lucrului în grup. De exemplu, la rezolvarea unui triunghi dreptunghic ABC în care sunt cunoscute ipotenuza BC, precum şi proiecţiile BD şi CD catetelor pe ipotenuză, sarcinile pot fi împărţite între doi elevi: unul dintre ei determină cateta AB, cosinusul unghiului B şi sinusul unghiului C, iar celălalt calculează cateta AC, cosinusul unghiului C şi sinusul unghiului B. De asemenea, în contextul geometriei analitice, unele probleme pot fi rezolvate în grup: se cunosc coordonatele vârfurilor unui triunghi ABC. Pentru a determina lungimile laturilor triunghiului şi ecuaţiile dreptelor suport ale laturilor, trei elevi pot primi sarcini identice pentru laturile AB, AC, respectiv BC. 3. Unele probleme pot fi abordate combinând cele două tipuri de sarcini: identice şi similare. Să considerăm, de exemplu, problema: Fie VABC un tetraedru. Piciorul înălţimii din V a tetraedrului este centrul I al cercului înscris în triunghiul ABC. Se cunosc laturile triunghiului ABC: AB=3, AC=5, BC=6, precum şi înălţimea VI a tetraedrului: VI=8. Să se calculeze aria totală a tetraedrului. Rezolvarea acestei probleme poate fi proiectată apelând la combinarea sarcinilor de lucru în grup. Astfel, etapele de lucru includ: (i) Stabilirea strategiei de lucru şi problematizarea adecvată. Determinarea aparatului teoretic necesar (formule de geometrie, teorema celor trei perpendiculare, etc.). Împărţirea sarcinilor de lucru. (ii) Lucru în grup cu sarcini identice. Calculul razei r a cercului înscris în triunghiul ABC. (iii) Lucru în grup cu sarcini similare. Calculul înălţimilor triunghiurilor VAB, VAC, VBC. (iv) Lucru în grup cu sarcini similare. Calculul ariilor triunghiurilor VAB, VAC, VBC. (v) Lucru în grup cu sarcini identice. Calculul ariei triunghiului ABC şi a ariei totale a tetraedrului. • Sarcini diferenţiate. În acest caz, membrii grupului primesc sarcini calitativ diferite, necesitând un mod diferit de abordare şi de implicare în vederea îndeplinirii. Diferenţierea poate fi făcută atât la nivelul calculelor, cât şi la cel al raţionamentelor. Este, desigur, necesară sincronizarea acestor sarcini şi corelarea rezultatelor obţinute. Rolul coordonatorului (al profesorului) devine crucial, pentru că împărţirea sarcinilor trebuie făcută în concordanţă cu nivelul membrilor grupului, cu potenţialul acestora şi cu disponibilitatea lor de implicare. Exemplu. Prezentăm ca exemplu ilustrativ o problemă de geometrie în 317 / 331 spaţiu. Fie VABCD o piramidă patrulateră regulată cu VO=8 (O este centrul bazei ABCD) şi OA=3. a) Să se calculeze volumul piramidei. b) Să se calculeze aria totală a piramidei. c) Fie M,N,P,Q proiecţiile punctului O pe planele VAB, VBC, VCD, respectiv VDA. Să se determine perimetrul patrulaterului MNPQ. Rezolvarea problemei poate face apel la lucrul în grup cu sarcini diferenţiate. Astfel, se poate face o distincţie clară între subpunctele a) şi b), care necesită aplicarea unor formule cunoscute şi a unor metode standard şi subpunctul c), care necesită un raţionament prealabil – stabilirea poziţiei punctelor M,N,P,Q şi modul în care proprietăţile acestora facilitează calculul ulterior şi răspunsul la cerinţa problemei. Plusuri şi minusuri ale lucrului în grup în cazul matematicii În încheiere, pe baza consideraţiilor de mai sus, formulăm şi comentăm pe scurt două întrebări care ne pot ajuta să decidem asupra oportunităţii alegerii lucrului în grup ca strategie de predare / aprofundare / învăţare. Ele pornesc de la premisa că lucrul în grup include ca elemente definitorii atât tema de lucru, cât şi elevii care sunt implicaţi în acest tip de activitate. • Este tema de lucru adecvată pentru abordarea în grup şi dacă da, care dintre formele de mai sus este cea mai potrivită? Din acest punct de vedere, lucrul în grup poate răspunde nevoii de abordare diferenţiată şi poate contribui la o mai bună valorificare a abilităţilor şi potenţialului elevilor (abilităţi calculatorii, de raţionament, etc.). • Care este percepţia membrilor grupului asupra lucrului în echipă? Acest aspect este esenţial în organizarea şi coordonarea corectă a activităţii grupului. Este posibil ca profesorul să aibă în vedere anumite elemente, iar membrii echipei cu totul altele. Nevoia de asumare a rolului primit în cadrul grupului este fundamentală, iar reacţia grupului în cazul neintegrării unui membru poate fi, de multe ori, fermă. Din acest punct de vedere, este necesară cultivarea disponibilităţii pentru lucrul în echipă, printr-un antrenament adecvat. 1.2. Utilizarea metodei proiectelor informatice în aprofundarea conceptelor matematice Proiectele informatice – componentă a CSCL Integrarea strategiilor cooperative în dezvoltarea unor proiecte informatice reprezintă un element constitutiv al CSCL – Computer Supported Collaborative Learning (Koschmann, 1996). Prin utilizarea inovativă a calculatoarelor se pot aduce contribuţii eficiente la lucrul în echipă (Stahl, 2006). Există, aşadar, un transfer în ambele sensuri între diversificarea competenţelor informatice şi consolidarea capacitatăţii de a lucra în grup. Astfel, proiectele informatice se constituie într-o componentă distinctă al învăţării colaborative. Un caz particular extrem de important al CSCL este învăţarea prin programare – Learning by programming (Brophy et al., 1999) şi implică dezvoltarea de către studenţi sau elevi, în cadrul unor echipe de lucru, a 318 / 331 unor proiecte informatice legate direct de materia parcursă la curs (în cazul studenţilor) sau la lecţii (în cazul elevilor) în forma abstractă. Premisa principală este legată de gradul ridicat de interes în utilizarea calculatorului, manifestat de copii. Este foarte important ca această afinitate să fie utilizată în mod constructiv şi să fie convertită într-un element care contribuie la procesul de învăţare. Pe de altă parte, există un nivel destul de scăzut de interes în abordarea / înţelegerea / rezolvarea unor probleme cu caracter teoretic într-un context mai abstract. Acest fapt poate fi constatat îndeosebi în ceea ce priveşte geometria, o disciplină fundamentală pentru cristalizarea unei gândiri abstracte, această lipsă de interes derivând îndeosebi din faptul că, prin noile programe şcolare a fost redus numărul de ore alocat acestei importante ramuri a matematicii. Scopul proiectelor informatice este, în primul rând, familiarizarea cu definiţiile / rezultatele / noţiunile prezentate la curs sau la lecţie, prin elaborarea unor programe, a căror principală menire este ilustrarea respectivelor concepte. Implementare în mediul universitar Exemplele concrete vizează o strategie didactică elaborată şi pusă în aplicare la Facultatea de Matematică şi Informatică a Universităţii din Bucureşti, la diferite discipline: Geometrie Analitică, Geometrie Computaţională, Concepte Geometrice în Grafica pe Calculator. Modul de lucru: proiectele au fost realizate în echipe de 2-4 membri (formate pe baza afinităţilor dintre studenţi şi nu impuse de către profesor). Temele au fost atât „la prima vedere”, adică propuse la începutul orei, termenul de realizare fiind la sfârşitul aceleiaşi ore, sau „pe termen mediu”, perioada de realizare fiind de câteva săptămâni. Limbajele de programare au fost, în general, lăsate la latitutidinea studenţilor. Exemple. Aceste proiecte au fost aplicate prima dată în anul 2006 la o disciplină fundamentală – Geometria Analitică. Potrivit planului de învăţământ, cursul la această disciplină era completat de un seminar, iar proiectele informatice au fost propuse ca o componentă complementară. Interesul a fost unul extrem de ridicat, majoritatea studenţilor fiind integraţi în echipe de lucru. Cerinţele proiectelor au fost variate, vizând atât aspecte numerice, cât şi implementări grafice: • Drepte distincte determinate de q puncte Input: n,q numere naturale (n=2;3), puncte P1,..., Pq din Rn. Output: -Stabileşte câte drepte distincte formează aceste puncte. -Pentru n=2 scrie ecuaţiile acestor drepte şi realizează o reprezentare grafică. • Transformări afine Input: Cinci puncte O,A,B,A',B' din planul R2. Output: -Stabileşte dacă există o transformare afină f astfel ca f(ΔOAB)= ΔOA'B'. În caz afirmativ, scrie explicit aplicaţia f. -Reprezentare grafică. Evaluarea a vizat atât componenta informatică, precum şi înţelegerea fundamentului matematic. Astfel, pe lângă rularea propriu-zisă a programului, au existat discuţii pe marginea codului-sursă, fiind cerute 319 / 331 mici modificări cu răspuns imediat. Un accent deosebit a fost pus pe cazurile degenerate, care pot contribui, prin natura lor specială, la înţelegerea unor aspecte mai subtile. De asemenea, o componentă importantă a evaluării a fost discuţia vizând fundamentele matematice teoretice, precum şi un mini-test prin care se cerea rezolvarea unei probleme de natură numerică, studentul evaluat trebuind să rezolve singur un exerciţiu implicând calcule similare cu cele realizate de program. Rezultatele şi reacţiile au fost pozitive. Astfel, opinia generală a fost că proiectele contribuie la o mai bună înţelegere şi aprofundare a materiei. Este de menţionat faptul că au existat studenţi care au manifestat un interes extrem de ridicat pentru această abordare, rezultatele şi implicarea lor fiind net superioare celor obţinute în contextul clasic de lucru – formula seminarului. În concluzie, această formă de lucru poate contribui cu succes la un proces de învăţământ eficient şi durabil. „Deschideţi mintea, înlătură prejudecăţile!” Egalitatea de şanse în lecţiile de matematică apare atunci când profesorul realizează lecţii care se adresează întregului colectiv al clasei, lecţii care ar corespunde sintagmei: deschideţi-vă mintea, înlăturaţi prejudecăţile! Lecţia 1 : 1+1 nu este întotdeauna 2 Cum ar trebui să înceapă o lecţie în care profesorul îşi propune să le arate elevilor că 1+1 nu înseamnă neapărat 2 ? Mai ales că un asemenea demers ar însemna ca profesorul să arate că + nu mai este adunarea pe care ei o ştiu, fie, mai mult, să arate că 1 nu mai este numărul natural pe care l-au învăţat atunci, de mult, când au început să numere. entați îndemnul „Deschideţi mintea, înlătură prejudecăţile!” și Aplicaţii și teme de reflecție 1.Com Lecția 1 de mai sus, în contextul promovării egalităţii de şanse în educaţie prin orele de matematică. 320 / 331 BIBLIOGRAFIE ORIENTATIVĂ Modulele 6 și 7 - Matematica și educaţia în spiritul dezvoltării durabile - Promovarea egalităţii de şanse în educaţie prin ore de matematică • Ball, D.L., Lubienski, S. şi Mewborn, D. (2001). Research on teaching mathematics: The unsolved problem of teacher’s mathematical knowledge. In V.Richardon (Ed.), Handbook of research on teaching (4th ed.). New York: Macmillan.Courant R. şi Robbins H. (1969). Ce este matematica? Bucurşti: Ed. Ştiinţifică • Doppelt, Y., Barak, M. 2002). Pupils identify key aspects and outcomes of a tehnologicaal learning environment. The Journal Of Tehnology Studies, 28 (1). • Făt, S., Labăr, V., (2009). Eficienţa noilor tehnologii în educaţie, CNIV. • Făt, S., Toma. S., Găbureanu, S., Novak, C., (2009). Instruirea în societatea cunoaşterii: Impactul programului Intel Teach în România. Raport de cercetare. Bucureşti: Editura Agata. • Făt, S., (2011) Copilul și învățarea mediată de computer în Psiho-pedagogia copilului modern, (coord. G. Panișoară) Polirom, Iași. Gardner, H. (2007). Inteligenţe multiple. Noi orizonturi pentru teori şi practică. Bucureşti: Sigma. • Gardner, H. (2011). Mintea disciplinată. Educaţia pe care o merită orice copil, dincolo de informaţii şi teste standardizate. Bucureşti: Ed. Sigma. • Kozma, R.B.(1987). The implication of cognitive psychology for computer based learning tools. Educational Tehnology, 27 (11). • Jäenecke B. (coord.) (2007). Competenţele profesorilor şi ale directorilor de licee din mediul rural din România şi din alte state din Uniunea Europeană - analize comparative. Studiu elaborat în cadrul PHARE EuropeAid /121446/D/SV/RO: „Asistenţa Tehnică pentru sprijinirea activităţii Centrului Naţional de Formare a Personalului din Învatamântul Preuniversitar”, http://www.cnfp.ro/Downloads/Documents/Competente-analiza-comparativa.pdf • Marcus S. şi Patapievici H. R. (2008). Înapoi la argument!, Humanitas Multimedia. Interviul este http://www.youtube.com/watch?v=YSH3mEP3Cbg disponibil şi pe INTERNET, la adresa: • Novak, J.D. (1998). Learning, creating and using knowledge: concept maps as facilitators tools in schools and corporations. Mahwah, Nj: Erlbaum. • Noveanu, G. (coord) (2002 a). Învăţarea matematicii şi a ştiinţelor. Studiu comparativ (I), 1995. Consiliul Naţional pentru Curriculum, Ed. Aramis Print, Bucureşti. • Noveanu, G. (coord) (2002 b). Învăţarea matematicii şi a ştiinţelor. Studiu comparativ (II), 1999. Consiliul Naţional pentru Curriculum, Ed. Aramis Print, Bucureşti. • Pelczer, I., Singer, M. şi Voica, C. (2011). In-service and pre-service teachers’ strategies of task adaptation. Proceedings of the 35th conference of the International Group for the Psychology of Mathematics Education, vol.3, 369-376. • Pólya, G.(1965). Cum rezolvăm o problemă? Bucureşti: Ed. Stiinţifică. 321 / 331 • Singer, M. şi Sarivan, L. (coord.), Quo vadis, Academia? Repere pentru o reformă de profunzime în învăţământul superior. Bucureşti: Sigma. • Singer, M. şi Voica, C. (2005). Recuperarea rămânerii în urmă la matematică (învăţământ gimnazial). MEC, CEDU 2000+. • Singer, M. şi Voica, C. (2005). De la Mate-Matică la Mate-Practică. Matematica în cotidian. Bucureşti: Sigma. • Vlăsceanu, L. (coord.) (2002). Şcoala la răscruce. Schimbare şi continuitate în curriculumul învăţământului obligatoriu. Studiu de impact. MEC, Educaţia 2000+, Bucureşti: Polirom. • Voica, C. şi Singer, M. (2005). Didactica Algebrei. Curs editat de MEC în cadrul Programului pentru Învăţământul Rural. • Voica, C. şi Singer, M. (2011). Using small scale projects as tools for changing the teaching paradigm. Procedia Social and Behavioral Sciences, vol.11, 200-204. • Whitbeck, D.A. (2000). Born to be a teacher: what am I doing in a college of education? Journal of Research in Childhood Education, 15(1), 129-136. • *** Proiectul “Dezvoltarea unui sistem operational al calificarilor din invatamantul superior din Romania" – DOCIS”, Registrul Naţional al Calificărilor din Învăţământul Superior, http://www.rncis.ro/portal/page?_pageid=54,1&_dad=portal&_schema=PORTAL • *** Recommendation of the European Parliament and of the Council, of 18 December 2006 on key competences for lifelong learning, (2006/962/EC). Official Journal of the EU, L 394/10. http://eur-lex.europa.eu/LexUriServ/site/en/oj/2006/l_394/l_39420061230en00100018.pdf • *** Legea Educaţiei Naţionale. Monitorul Oficial ar României, anul 179, nr. 18 (10 ian.2011) • *** Strategia Naţională pentru Dezvoltare Durabilă a României. Orizonturi 2013-2020-2030. Adoptată prin Hotărârea Guvernului nr.1460/2008. Documentul poate fi descărcat de la adresa http://administraresite.edu.ro/index.php/articles/10412 322 / 331 BIBLIOGRAFIE GENERALĂ 323 / 331 BIBLIOGRAFIE ORIENTATIVĂ • ANDRONACHE, Marian şi colectiv, Olimpiada Matematică 2006-2010, Editura Sigma 2010; • ANTON, Flavia şi ANTON, Constantin, Matematica . . . în viaţa noastră, Editura Taida, Iaşi 2010; • APĂŞTĂNII, E. şi colectiv, Culegerile COMPER (clasele a VI-a, a VII-a, a VIII-a), Ed. Paralela 45, 2011; • ARDELEAN, L., SECELEAN ,N., Didactica matematicii, Ed. Universităţii Lucian Blaga, 2007; • ARDELEAN, L., SECELEAN, N., Didactica matematicii (managementul, proiectarea şi evaluarea activităţilor didactice), Ed. Universităţii Lucian Blaga, Sibiu, 2007; • ARDELEAN, L., SECELEAN, N., Didactica matematicii (noţiuni generale; comunicare didactică specifică matematicii), Ed. Universităţii Lucian Blaga, Sibiu, 2007; • ARIMESCU, Aurelia şi ARIMESCU, Viorel, Culegere de exerciţii şi probleme de algebră şi geometrie pentru şcoala generală, E.D.P. Bucureşti, 1969; • BĂLĂUCĂ, Arthur (coordonator), Matematică, teme pentru activităţile opţionale, Ed. Taida, 2006; • BĂLĂUCĂ, Arthur, Matematică pentru teme opţionale clasele V-VIII, Ed. Taida, Iaşi, 2006; • BĂLĂUCĂ, Artur şi colaboratori, Olimpiadele naţionale ale României şi Republicii Moldova, Editura Taida, Iaşi 2010; • BĂLĂUCĂ, Artur şi colaboratori, Teme pentru activităţi opţionale, Editura Taida, Iaşi 2005; • BĂLĂUCĂ, Artur şi colectiv, Algebră.Geometrie clasa a VII-a, Editura Taida 2011; • BĂLĂUCĂ, Artur şi colectiv, Algebră.Geometrie clasa a VIII-a, Editura Taida 2011; • BALL, D.L., LUBIENSKI, S. ŞI MEWBORN, D. (2001). Research on teaching mathematics: The unsolved problem of teacher’s mathematical knowledge. In V.Richardon (Ed.), Handbook of research on teaching (4th ed.). New York: Macmillan.Courant R. şi Robbins H. (1969). Ce este matematica? Bucurşti: Ed. Ştiinţifică; • BOBANCU, Vasile, Caleidoscop matematic, Editura Niculescu, 2001; • BOCOŞ, Muşata, JUCAN, Dana, Teoria şi metodologia evaluării, Editura Paralela 45, 2008; • BOGDANOV, Zlate et al., Metodica predării geometriei, Editura Didactică şi Pedagogică, Bucureşti, 1965; • BOREICO, I., TELEUCĂ, M., Invarianţi şi jocuri, Editura Gil, Zalău, 2007; • BRÂNZEI, Dan, BRÂNZEI Roxana, Metodica predării matematicii, Editura Paralela 45, Piteşti, 2008; • BRATU, G., Aplicaţii ale metodelor de gândire critică la învăţământul primar, Bucureşti, Editura Humanitas Educaţional, 2004; • BURTEA, M., BURTEA, G., Clasa a X a, Culegere de exerciţii şi probleme (Matematică – M1), Ed. Campion, 2009; • BUZATU, Ileana, Paradoxuri matematice, Educaţia Matematică Vol. 3, Nr. 1-2, 2007; 324 / 331 • CĂTRUNĂ, GHEORGHE-MANDIZU, Probleme recreative de logică şi perspicacitate pentru clasa a IV-a, Editura Coresi, 2002; • CERCHEZ, Mihu, Pitagora, Ed. Academiei Republicii Socialiste România, Bucureşti, 1986; • CERGHIT, Ioan, Metode de învăţământ, ediţia a III-a, Ed. Didactică şi Pedagogică R.A., Bucureşti 1997; • CERGHIT, Ioan, NEACŞU, Ioan, NEGREŢ-DOBRIDOR, Ion, PÂNIŞOARĂ, Ion Ovidiu, Prelegeri pedagogice, Ed. Polirom, Iaşi, 2001; • CHERATA, V; MÂNDRULEANU; L; VOICILĂ, J., Culegere. Metode de rezolvare a problemelor de aritmetică, clasele I-IV, Editura Sibila, 1992; • CHIRILĂ, C. și alții, Suport curs pentru Formarea continuă a profesorilor de matematică în societatea cunoașterii, material editat de ISJ Iași, 2012; • CÎRJAN, Florin, Didactica matematicii, Ed. Corint,2002; • CÎRJAN, Florin, Ghid metodic de pregătire intensivă prin autoinstruire la matematică, Ed. Paralela 45, 2002; • COCOŞ, Constantin, Pedagogie, Ed. Polirom, Iaşi, 2006; • COSMOVICI, Andrei, Creativitatea şi cultivarea ei în şcoală, Ed. Polirom, Iaşi, 2004; • COVEY, Stephen R., Eficienţa în 7 trepte, Ed. A L L, Bucureşti, 1995; • CREȚU ELVIRA, Psihopedagogia şcolară pentru învăţământul primar, Editura Aramis, 1999; • CUCOŞ, Constantin, Pedagogie, Ed Polirom, Iaşi, 2006; • CUCOŞ, Constantin, Pedagogie, Ed. Polirom, Iaşi, 2002; • DĂNCILĂ E., DĂNCILĂ I., Matematica distractivă pentru ciclul primar, Editura Sigma, Bucureşti, 2000; • DĂNCILĂ Ioan, Matematică aplicată, Ed. Sigma, 2000; • DĂNCILĂ, E., DĂNCILĂ, I., Matematica pentru învingători (clasele V – VI ), Editura Erc Press, 2008; • DĂNCILĂ, I., Construcţii cu rigla şi compasul, Ed. Sigma, 2000; • DĂNCILĂ, I., Divizibilitatea numerelor, Editura Sigma, Bucureşti, 2001; • DĂNCILĂ, I., Matematică distractivă, clasele 5 – 6, Editura Sigma, Bucureşti, 2002; • DĂNCILĂ, Ioan, Algebra examenelor, Editura All, Bucureşti; • DĂNCILĂ, Ioan, Matematică distractivă clasele VII – VIII şi liceu, Ed. Sigma, Bucureşti, 2000; • DĂNCILĂ, Ioan, Matematica gimnaziului, între profesor şi elev, Ed. Aramis, Bucureşti, 2001; • DOMNIŢEANU, Pachiţa, Didactica matematicii, Ed. Geneze,Galaţi, 2002; • DOPPELT, Y., BARAK, M. (2002), Pupils identify key aspects and outcomes of a tehnologicaal learning environment. The Journal Of Tehnology Studies, 28 (1); • DRĂGHICESCU, D. şi colectiv, Ghid de pregătire la matematică pentru concursul de admitere în învăţământul superior, Editura Scrisul Românesc, 1976; • DRAGOMIR Lucian şi colectiv, Exerciţii şi probleme de matematică pentru clasa a IX-a, Editura Bîrchi, 2009; • DRAGOMIR Lucian şi colectiv, Exerciţii şi probleme de matematică pentru clasa a X-a, Editura Bîrchi, 2009; 325 / 331 • DRAGOMIR, Adriana şi colectiv, Exerciţii şi probleme de matematică pentru clasa a IX-a, Editura Bîrchi; • DRAGOMIR, Adriana şi colectiv, Exerciţii şi probleme de matematică pentru clasa a X-a, Editura Bîrchi; • DRAGOMIR, Adriana şi colectiv, Exerciţii şi probleme de matematică pentru clasa a XII-a, Editura Bîrchi; • DRAGOMIR, L., DRAGOMIR, A., Bădescu O., Probleme de matematică pentru clasa a IX a, Editura Paralela 45, Piteşti, 2011; • DRAGOMIR, L., DRAGOMIR, A., Bădescu O., Probleme de matematică pentru clasa a X a, Editura Paralela 45, Piteşti, 2012; • DUMITRESCU, Dan, Paradoxuri, enigme şi dileme, Ed. Sanda, 2012; • DUMITRIU, Gh., DUMITRIU, C., Psihopedagogie, Editura Didactică şi Pedagogică, Bucureşti, 2004; • DUMITRU, Ana şi colectiv, Metodica predării matematicii la clasele I – IV, Editura Carminis, Piteşti, 2010; • DUMITRU, ANA; et alii, Metodica predării matematicii la clasele I – IV, Editura Carminis, Piteşti, 2010; • DUMITRU, G. V., GALBURĂ, A., Matematică. Divizibilitate, Editura Scorpion 7, Bucureşti, 1997; • DUMITRU, I., Dezvoltarea gândirii critice şi învăţarea eficientă, Timişoara, Editura de Vest, 2000; • FĂT, S., (2011) Copilul și învățarea mediată de computer în Psiho-pedagogia copilului modern, (coord. G. Panișoară) Polirom, Iași. Gardner, H. (2007). Inteligenţe multiple. Noi orizonturi pentru teori şi practică. Bucureşti: Sigma; • FĂT, S., LABĂR, V., (2009). Eficienţa noilor tehnologii în educaţie, CNIV; • FĂT, S., TOMA. S., GĂBUREANU, S., NOVAK, C., (2009). Instruirea în societatea cunoaşterii: Impactul programului Intel Teach în România. Raport de cercetare. Bucureşti: Editura Agata; • GAGNE, Robert M., BRIGGS, Leslie J., Principii de design al instruirii, Ed. Didactică şi Pedagogică, Bucureşti, 1977; • Gardner, H. (2011). Mintea disciplinată. Educaţia pe care o merită orice copil, dincolo de informaţii şi teste standardizate. Bucureşti: Ed. Sigma; • GARDNER, Martin, Amuzamente matematice, Ed. Ştiinţifică, Bucureşti, 1968; • GURAN, E., Matematică recreativă, Ed Junimea, Iaşi, 1995; • HOLLINGER, A., Metodica predării algebrei, Ed. Didactică şi Pedagogică, 1965; • IANUŞ, Stere şi colectiv, Probleme de geometrie şi de trigonometrie pentru clasele IX-X, E.D.P., 1983; • IUCU, B. Romiţă, MANOLESCU, Marin, Pedagogie, Editura Fundaţiei Culturale Dimitrie Bolintineanu, 2001; • IUCU, Romiţă, Instruirea şcolară, Ed. Polirom, Iaşi, 2001; • IUREA, Gheorghe şi colectiv, Matematică algebră, geometrie (clasa a VIII-a), Editura Paralela 45, 2012; • IUREA, Gheorghe, ZANOSCHI, Adrian, Matematică algebră, geometrie (clasa a VII-a), Editura Paralela 45,2012; • IUŞKEVICI, A.P., Istoria matematicii în Evul Mediu, Ed. Ştiinţifică, Bucureşti, 1963; 326 / 331 • JÄENECKE B. (coord.) (2007), Competenţele profesorilor şi ale directorilor de licee din mediul rural din România şi din alte state din Uniunea Europeană - analize comparative. Studiu elaborat în cadrul PHARE EuropeAid /121446/D/SV/RO: „Asistenţa Tehnică pentru sprijinirea activităţii Centrului Naţional de Formare a Personalului din Învatamântul Preuniversitar”, http://www.cnfp.ro/Downloads/Documents/Competente-analiza- comparativa.pdf; • JINGA, Ion, Conducerea învăţământului, Ed. Didactică şi Pedagogică, Bucureşti, 2000; • JOIŢA, ELENA, Educaţia cognitivă. Fundamente. Metodologie, Ed. Polirom, Iaşi, 2002; • KOLMAN, E. Istoria matematicii în Antichitate, Ed. Ştiinţifică, Bucureşti, 1963; • KOZMA, R.B.(1987), The implication of cognitive psychology for computer based learning tools. Educational Tehnology, 27 (11); • LIVIO, M., Secţiunea de aur (Povestea lui phi, cel mai uimitor număr), Ed. Humanitas, 2005; • MACARIE, C., Alternative metodologice moderne - o provocare pentru activitatea didactică, Ed. Măiastra, Tg Jiu, 2005; • MANOLESCU, Marin, Evaluarea şcolară – un contract pedagogic, Editura Fundaţiei Culturale Dimitrie Bolintineanu, 2002; • MANOLESCU, Marin, Teoria şi metodologia evaluării, Editura Universitară, 2010; • MANOLESCU, Marin.(coordonator), Evaluare în învăţământul primar. Aplicaţii – matematică, Editura Fundaţiei Culturale Dimitrie Bolintineanu, 2002; • MAOR, Eli, Splendorile trigonometriei, Editura Fundaţiei Theta, 2007; • MARCUS S. ŞI PATAPIEVICI H. R. (2008), Înapoi la argument!, Humanitas Multimedia. Interviul este disponibil şi pe INTERNET, la adresa: http://www.youtube.com/watch?v=YSH3mEP3Cbg; • MATEI, N.C., Educarea capacităţilor creatoare în procesul de învăţământ, clasele I-IV, E.D.P., Bucureşti, 1982; • MEYER, Genevieve, De ce şi cum evaluăm, Editura Polirom, 2000; • MIRON, Radu, BRÂNZEI, Dan, Fundamentele aritmeticii şi geometriei, Editura Academiei R.S.R.,1983; • NEACŞU, Ioan (coordonator), Didactica matematicii în învăţământul primar, Ed. Aius Print Ed, Craiova, 2006; • NEACŞU, Ioan (coordonator), Metodica predării matematicii la clasele I – IV, Ed. Didactică şi Pedagogică, Bucureşti, 1988; • NEAGU, Mihaela; Mocanu, Mioara, Metodica predării matematicii în ciclul primar, Ed. Polirom, 2007; • NEGRILĂ, Anton, NEGRILĂ, Maria, Matematică algebră, geometrie (clasa a VIII-a), Editura Paralela 45, 2012; • NOVAK, J.D. (1998), Learning, creating and using knowledge: concept maps as facilitators tools in schools and corporations. Mahwah, Nj: Erlbaum; • NOVEANU, G. (coord) (2002 a), Învăţarea matematicii şi a ştiinţelor. Studiu comparativ (I), 1995. Consiliul Naţional pentru Curriculum, Ed. Aramis Print, Bucureşti; • NOVEANU, G. (coord) (2002 b), Învăţarea matematicii şi a ştiinţelor. Studiu comparativ (II), 1999. Consiliul Naţional pentru Curriculum, Ed. Aramis Print, Bucureşti; • PĂUN, Emilia, Şcoala, abordare socio-pedagogică, Ed. Polirom, Iaşi, 2000; 327 / 331 • PELCZER, I., SINGER, M. ŞI VOICA, C. (2011), In-service and pre-service teachers’ strategies of task adaptation. Proceedings of the 35th conference of the International Group for the Psychology of Mathematics Education, vol.3, 369-376; • PETRICĂ, Ion, V. Ştefănescu, Probleme de aritmetică pentru clasele I-VI, Ed. Petrion, 1990; • PIAGET, J., Psihologia inteligenţei, Ed. Ştiinţifică, Bucureşti, 1965; • PIŢU, Leon, ZANOSCHI, Gabriela, Aritmetică, algebră geometrie, clasa a V-a, Editura Paralela 45, 2012; • PÓLYA, G.(1965), Cum rezolvăm o problemă? Bucureşti: Ed. Stiinţifică; • POLYA, G., Descoperirea în matematică, Ed. Ştiinţifică, Bucureşti, 1971; • POP, Vasile, Geometrie combinatorică, Editura Mediamira, 2007; • POP, Vasile, Geometrie pentru gimnaziu, liceu şi concursuri, Editura Mediamira, 2007; • POPA, G., POPA, C. S., TIMOFTE, C., Matematică, clasa a VI-a, Editura Books Unlimited Publishing, Bucureşti, 2007; • POPESCU, Olimpia; RADU, Valeria, Metodica predării geometriei în gimnaziu, Editura Didactică şi Pedagogică Bucureşti, 1983; • POSTELNICU, CONSTANTIN, Fundamente ale didacticii şcolare, Editura Aramis, 2000; • PURCARU, Ion, BÂSCĂ, Octavian, Oameni, idei şi fapte din istoria matematicii. Din cele mai vechi timpuri şi până la sfârşitul secolului al XIX-lea, Ed. Economică, 1996; • RADIAN, H.R., Radian, T.J, Recreații matematice, Editura Albatros 1973; • RADU I., MIRON I., Didactica modernă, Ed. Dacia, Cluj – Napoca, 1995; • RADU, I., Ionescu, M., Experienţă didactică şi creativitate, Ed. Dacia, Cluj, 1987; • ROCO, Mihaela, Creativitatea şi inteligenţa emoţională, Ed. Polirom, Iaşi, 2004; • ROŞCA, Alexandru, Creativitatea generală şi specifică, Ed. Academiei, Bucureşti, 1981; • ROŞCA, Alexandru, Creativitatea, Ed. Enciclopedică Română, Bucureşti, 1972; • ROŞU, Mihail, ROMAN, Magdalena, Matematică pentru perfecţionarea învăţătorilor, Editura All Educaţional, 1995; • RUSU, Eugen, De la Tales la Einstein, Editura Albatros, 1971; • Serviciul Naţional de Evaluare şi Examinare, Centrul Naţional PISA 2005-2006, OECD/ PISA, Programul internaţional OECD pentru evaluarea elevilor, Raportul Naţional al administrării programului: 2005-2006, Bucureşti, 2006; • SIMIONICĂ, ELENA; CARAIMAN, FLORICA, Matematica...prin joc, Editura Polirom, Iaşi, 1998; • SINGER Mihaela, VOICA C., NEAGU Mihaela ş.a., Ghid metodologic pentru aplicarea programelor de matematică, primar – gimnaziu, Ed. Aramis Print, Bucureşti, 2001; • SINGER, M. ŞI SARIVAN, L. (coord.), Quo vadis, Academia? Repere pentru o reformă de profunzime în învăţământul superior. Bucureşti: Sigma; • SINGER, M. ŞI VOICA, C. (2005), De la Mate-Matică la Mate-Practică. Matematica în cotidian. Bucureşti: Sigma; • SINGER, M. ŞI VOICA, C. (2005), Recuperarea rămânerii în urmă la matematică (învăţământ gimnazial). MEC, CEDU 2000+; • SMARANDACHE, S. şi colectiv, Matematică (clasa a VI a), Ed. Universal Pan; • STREINU – CERCEL, G. şi colectiv, Matematică (manual pentru clasa a X a), Ed. Sigma, 2005; 328 / 331 • STREINU-CERCEL Gabriela, BANU Florica, ALEXANDRESCU C., CHIRILĂ-IRIMIA V.L., CRISTESCU B., NĂSTRUŢ D.D., SÎRGHIE Daniela, Ghid de evaluare – disciplina matematică, Ed. ERC PRESS, Bucureşti, 2011; • ŢELINOIU, P., Culegere de exerciţii şi probleme de aritmetică, cls IV-VIII, Ed. Porto- Franco, Galaţi, 1991; • TOMŞA, Gheorghe, Consilierea şcolară în învăţământul primar, Ed. Discipol, Bucureşti, 1997; • ŢOPA, Leon, Metode şi tehnici de muncă intelectuală, EDP, Bucureşti, 1979; • UDRIŞTE, Constantin N., BUCUR Constantin M., Probleme de matematici şi observaţii metodologice, Editura Facla,1980; • VÎRTOPEANU, Ion, Metode şi tehnici de rezolvare a problemelor de aritmetică, Ed. Sinech, Craiova, 1993; • VLĂSCEANU, L. (coord.) (2002), Şcoala la răscruce. Schimbare şi continuitate în curriculumul învăţământului obligatoriu. Studiu de impact. MEC, Educaţia 2000+, Bucureşti: Polirom; • VOICA, C. ŞI SINGER, M. (2005), Didactica Algebrei. Curs editat de MEC în cadrul Programului pentru Învăţământul Rural; • VOICA, C. ŞI SINGER, M. (2011), Using small scale projects as tools for changing the teaching paradigm. Procedia Social and Behavioral Sciences, vol.11, 200-204; • WHITBECK, D.A. (2000), Born to be a teacher: what am I doing in a college of education? Journal of Research in Childhood Education, 15(1), 129-136; • ZLATE, MIELU, Fundamentele psihologiei, Ed. Polirom, Iaşi, 2009; • Proiectul “Dezvoltarea unui sistem operational al calificarilor din invatamantul superior din Romania" – DOCIS”, Registrul Naţional al Calificărilor din Învăţământul Superior, http://www.rncis.ro/portal/page?_pageid=54,1&_dad=portal&_schema=PORTAL ; • Recommendation of the European Parliament and of the Council, of 18 December 2006 on key competences for lifelong learning, (2006/962/EC). Official Journal of the EU, L 394/10. http://eur-lex.europa.eu/LexUriServ/site/en/oj/2006/l_394/l_39420061230en00100018.pdf; • Legea Educaţiei Naţionale. Monitorul Oficial ar României, anul 179, nr. 18 (10 ian.2011); • Strategia Naţională pentru Dezvoltare Durabilă a României. Orizonturi 2013-2020-2030. Adoptată prin Hotărârea Guvernului nr.1460/2008. Documentul poate fi descărcat de la adresa http://administraresite.edu.ro/index.php/articles/10412. Surse web: • http://blogs.sfu.ca/people/zazkis/wp-content/uploads/2010/05/1999-divisibility-generalizing- specializing.pdf • http://coldlightofmorning.wordpress.com/2009/12/05/sirul-fibonacci-si-phi-numarul-de-aur- 2/ • http://db-maths.nuxit.net/CaRMetal/ • http://demonstrations.wolfram.com/ • http://dmentrard.free.fr/GEOGEBRA/index.htm • http://egovbus.net/rdl/list_categories.php?id=5&denumire=Personalitati • http://en.wikipedia.org/wiki/History_of_mathematics • http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_educational_software#Mathematics 329 / 331 • http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_interactive_geometry_software • http://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical_software • http://en.wikipedia.org/wiki/Niels_Henrik_Abel http://ro.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler • http://eprofu.ro/matematica/rapoarte-proportii-teorie/ • http://excelhero.com/http://www.didactic.ro/formare-continua/cursuri-intuitext • http://fabpedigree.com/james/mathmen.htm • http://gandeste-rational.blogspot.ro/2012/09/video-sase-paradoxuri-celebre-in-sase.html • http://geogebra.org/cms/ • http://gratuit-jocuri.wullix.com/ro/Jocuri_Puzzle/A568555- Ecua%C5%A3iile_matematice.html#.UEsC8Y1lSUM http://www.infopsihologia.ro/2011/08/matematica-pentru-copii-jocuri-educative/ http://www.interdidactica.org/index.php?lan=ro&game=mt018 • http://malini-math.blogspot.ro/2011/08/applications-of-trigonometry-in-real.html • http://marianpc.eu/2012/08/14/matematica-in-webdesign-raportul-de-aur-si-proportiile/ • http://mate.info.ro/Resources/ro-RO/Mari_matematicieni_romani.aspx • http://mathforum.org/isaac/problems/zeno1.html • http://math-pdr.com/ • http://netdent.ro/despre-albirea-dintilor/146-estetica-dentara-si-numarul-de-aur.html • http://ro.wikipedia.org/wiki/Sec%C8%9Biunea_de_aur • http://subiecte2012.edu.ro/2012/testeinitiale/gimnazial • http://subiecte2013.edu.ro/2013/bacalaureat/modeledesubiecte/ • http://subiecte2013.edu.ro/2013/evaluarenationala/modeledesubiecte/ • http://teach.fcps.net/trt2/links/powerpointgames.htm • http://textsunetimagine.wordpress.com/tag/proportia-de-aur/ • http://therese.eveilleau.pagesperso-orange.fr/pages/paradoxe/indexF.htm • http://vihart.com/everything/ • http://webspace.ship.edu/deensley/discretemath/flash/ • http://webspace.ship.edu/msrenault/divisibility/StupidDivisibilityTricks.pdf • http://www.aidemoi.net/exercice_de_mathematique.html • http://www.autograph-maths.com/videotutorials/index.html • http://www.cabri.com/download-cabri-3d.html • http://www.database-apps.ro/ro/gestiunea-bugetului-personal/ • http://www.descopera.org/para-doxa/ • http://www.diseara.ro/ro/fun/jocuri/29_Patratele-magice.html • http://www.edu.ro/index.php/articles/c882/ • http://www.edusoft.ro/rol/Matematicieni%20romani.php • http://www.e-learn.ro/tutoriale/ms-excel/19.htm • http://www.e-referate.ro/search.php?word=probleme%20rezolvate%20cu%20tva • http://www.euler-math-toolbox.de/ • http://www.fgcu.edu/support/office2007/excel/index.asp • http://www.galois-group.net/eg_bio_ru.html • http://www.keele.org.uk/docs/atcbttyp.htm • http://www.learnalberta.ca/content/me5l/html/Math5.html • http://www.magic-squares.net/number_patterns_index.htm#Four Related Patterns • http://www.math4children.com/puzzles.html • http://www.math93.com 330 / 331 • http://www.mathematiquesfaciles.com/jeux/ • http://www.murderousmaths.co.uk/games/primcal.htm • http://www.numericana.com/answer/magic.htm • http://www.philo5.com/ • http://www.pruteanu.ro/7merita/fi.htm • http://www.romai.ro/publicatii/dictionarul_mat_rom.html • http://www.sciencenews.org/view/generic/id/3016/title/Testing_for_Divisibility • http://www.scribd.com/doc/30231664/Proportia-de-Aur-in-Constructii-Arhitecturale • http://www.scribd.com/doc/56624386/Probleme-Rezolvate-Finante-Publice • http://www.someschoolgames.com/OLDSITE_HTML/Games/ • http://www.ssmprahova.ro/Galois_Valeni11.pdf • http://www.supermathsworld.com/ • http://www.viitoriolimpici.ro/matematica-altfel • http://www.wolfram.com/cdf-player/ • http://xavier.hubaut.info/coursmath • www.clopotel.ro • www.didactic.ro • www.edu.ro • www.epsilon.ro • www.mangahigh.com • www.mate.info.ro • www.math.md • www.olimpiade.ro • www.pisa.oecd.org • www.referate.ro • www.tes.co.uk/teaching-resource/Simon-Singh-6083890/ • www.viitoriolimpici.ro 331 / 331 